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INTRODUCAO

Nesta tese vamos mostrar a evolucdo da Teoria dogi@os, incluindo ai a criacdo dos
nameros transfinitos. E consenso geral entre dertiidores que Georg Cantor foi o idealizador
desta teoria que é ainda hoje uma ferramenta peslggara quem quer estudar os diversos
campos da matematica. Nao podemos deixar de aitdsédm o nome de Richard Dedekind que
teve um papel fundamental para a construcéo desta.t

Apesar de todas as dificuldades inerentes a épuogue viveu, Cantor escreveu muitas
cartas, em varias linguas e para diversas pessioasiando diversos temas: religido, literatura,
filosofia e claro, a matematica, que era seu aldnteresse.

Por meio dessas cartas estudaremos de que mageit&ias principais de sua teoria
tiveram sua origem e foram amadurecendo. Infelizenatos 20 cadernos de notas (letterbooks)
encontrados apés sua morte, 17 deles foram quesraalis a Segunda Guerra Mundial. Esses
cadernos contém os rascunhos das cartas que Gssudmvia, antes da versao definitiva,
atualmente se encontram guardados nos arquivos ibdot&a da Universidade de
Gotttingen.[DAUBEN, p. 315, 1979]:

Cantor (1): Caderno de notas de Cantor de 1884888.

Cantor (Il): Caderno de notas de Cantor de 1891895.

Cantor (ll1): Caderno de notas de Cantor de 18863.896.

Os textos das cartas se encontram traduzidos pdranoés no livro do filésofo e
matematico Jean Cavailleés [1937]; em inglés, nmlde Dauben citado acima; o original em
alemé&o no livro de Herbert Meschkowski e Winfrieitsbih[1991].

Algumas cartas inéditas, ou parte delas que n@meentram nos autores citados, estéo
ainda no original, em alem&o, no Apéndice XL iféitlo Georg Cantor e Richard Dedekind,

correspondéncia inéditado livro Richard Dedekind et les fondements des mathématique
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[DUGAC]. Pierre Dugac salienta que muitas vezes o objetos autores era enfatizar alguns
assuntos especificos e, deste modo, os trechodgdenas cartas eram omitidos por eles
propositalmente. Esse autor, matematico e historjastudou a obra de Dedekind, relacionando-
a com sua correspondéncia com Cantor e chama ¢atgara o fato de os autores, em geral,
valorizarem mais o trabalho de Cantor do que o @dekind, quando este foi fundamental nas
pesquisas matematicas desenvolvidas por ambos.

E importante salientar que, na maioria das vezesmsounho das cartas escritas no
caderno de notas nédo coincidia exatamente comsdwéinal que Cantor efetivamente enviava
aos seus correspondentes. No entanto, a maioga dgehrdava as cartas que recebia e por isso
foram salvas de serem destruidas. As recebidaP@idekind estdo guardadas nos arquivos da
bibliotecaTechnische Hochschuém Braunschweig, cidade onde ele passou a maitar gaisua
vida.

Podemos enfatizar que, mesmo com a exclusdo denafgweartas, ainda assim foi
possivel reconstruir sua obra e chegar a algunrasusdes.

Neste trabalho foram selecionadas, entre as cdisasniveis, aquelas que de algum
modo tiveram significado importante no desenrokhitoria dos nimeros ordinais e cardinais
transfinitos criados por Cantor.

O inicio desta jornada comeca quando Cantor analaim adolescente descobrindo sua
vocacao para a matematica e caminhamos até oftnst® hospital em Halle, quando escreve
uma carta a sua mulher, dizendo sobre a sua vod&adeltar para casa. Seu desejo, no entanto,
nao pbde ser atendido, pois veio a falecer logoidep

Em 1870, com 25 anos e ja morando em Halle, pastéig de seu colega de trabalho na
Universidade, Heinrich Eduatdeine (1821 — 1881) comeca a estudar a unicidade des st

Fourier que, no caso de fun¢Bes continuas ou diéisuaas em um numero finito de pontos, ja
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havia sido demonstrada pelo proprio Heine; para asocde um numero infinito de
descontinuidades o estudo vai desencadear, emrCargoestao de como 0s pontos (que podem
ser vistos como numeros) podem se distribuir rearesl.

No final de 1873, Georg Cantor percebeu que erisidinitos de “tamanhos” diferentes
e provou que o conjunto dos nameros reais possn&éapoténcia maior que a do conjunto dos
ndmeros naturais

Cantor jamais imaginou que passaria o resto deridaaentando provar algo que, quase
um século depois, mostrou ser indemonstravel: atelge do Continuo, isto é, a hipotese de que
entre a poténcia do enumeravel, relacionada aatindos nimeros naturais e a poténcia do
continuo, relacionada ao conjunto dos numeros,reagsexiste nenhuma outra poténcia.

Com o objetivo de demonstrar esta hipétese, GeargdC e outros matematicos de seu
tempo, como por exemplo, Richard Dedekind e Eresiélo, precisaram criar novos conceitos
e ferramentas cada vez mais rigorosas que gerdéam de outros resultados, a Teoria dos
Conjuntos como a conhecemos nos dias de hoje. Begédessas idéias aparece registrado em
varias de suas cartas que serdo analisadas radstth.

Cantor ndo tinha como saber que o “preco” da ctémig da teoria dos conjuntos seria
sua incompletude, ou seja, que existem proposigéesrdo sdo demonstraveis, assim como sua

negacao e neste caso, é preciso estabelecer unaxiovea para o sistema.

! Os conjuntos numéricos citados nesta tese sergiegosntes: o conjunto dos nimeros natd¥is{0, 1, 2, 3, ...},
0 conjunto dos numeros inteiroZ = {..,-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ..}, o conjunto dasimeros racionais

Q= {£| pUZe qDZ*}, onde o asterisco significa que o nimero zer@feluido. O conjunto dos nimeros

reaisR =Q [ 1, ondel € o conjunto dos nimeros irracionais (nimeros Gisepodem ser escritos sob a forma de
fracdo) e ser4d estudado em detalhes no capitule Zinalmente o conjunto dos ndmeros complexos

C ={a+bi|a bOR ei=v/-1}.
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Somente em 1931, Kukddel no artigo intituladoSobre proposicoesormalmente
indecidiveis do Principia Mathematita Sistemas relacionad§&ODEL, 1931] (Uber formal
unentscheidbare Séatze der Principia Mathematica werdvandter Systeme) demonstrou o
Teorema da Incompletude e desde entdo, descoriquesera o caso da Hipdtese do Continuo;
mais tarde o prépriéodel [1938] e PaulCohen [1963b] mostraram que esta desconfianca se
confirmava.

Esta tese é composta por cinco capitulos:

Considerando que Georg Cantor foi o criador dosenamtransfinitos optamos que o
primeiro capitulo desta tese contasse um poucce ssla vida, sua desavenga com Kronecker,
sua relacdo com Dedekind, o que aconteceu em daaquie propiciou a criacdo dos numeros
ordinais e cardinais transfinitos, sua doenca merdareconhecimento da comunidade
matematica de sua genialidade e finalmente suamort

Com o objetivo de facilitar a visualizacdo de coammrreu o desenvolvimento da sua
teoria com o decorrer do tempo, ao final do capjtiaremos uma lista de suas obras com a data
em que foram escritas, o titulo traduzido para ugoés e o titulo original. Em alguns casos
ainda foram colocados alguns comentarios ou obg@ega

O segundo capitulo é uma pesquisa de seus prinatiges sobre séries trigonomeétricas
e mostra como o0 estudo de conjuntos de pontoscipaimente a definicdo de conjuntos
derivados, que ele inventou para usar na demoastrda unicidade das Séries de Fourier,
inspirou Cantor na criagdo dos numeros transfinltogo no inicio é feito um glossario para que
o leitor vindo de outras areas, que ndo seja amdditea, possa prosseguir a sua leitura sem

recorrer a outras fontes de consulta.

2 Principia Mathematica Tratado em trés volumes, escrito por Alfred Nakthitehead e BertrandRussellnos
anos de 1910, 1912 e 1913 respectivamente.
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No terceiro capitulo, fazemos um estudo do conatinfinito no decorrer dos séculos
para, dentro do contexto matematico-filoséfico, atoin 0 que sdo os numeros ordinais e
cardinais transfinitos, sua aritmética, semelhargadiferengcas com os numeros ordinais e
cardinais finitos. No final chegamos a HipoteseCdmtinuo e suas consequéncias.

Para uma melhor compreenséo do ultimo capitulmp@itante que o leitor esteja a par da
teoria dos numeros transfinitos e conheca as paigiidéias contidas nos artigos escritos por
Cantor.

Enfatizaremos os trabalhos iniciais onde Cantorcalm® a existéncia de infinitos
diferentes e constata que apesar disso a retal@no pepresentam o mesmo infinito. E neste
periodo que sua teoria dos transfinitos comeca debeear e Cantor intui que a ordem, ou a
auséncia dela, seria um conceito fundamental qusegensa em numeros infinitos.

Além disso, estudaremos as idéias contidasGmnondlagen (1883) e noBeitrage
(1895/1897), onde ele fundamenta sua teoria. S@mdesta maneira serd possivel avaliar a
importancia das correspondéncias trocadas entreoCarseus colegas, que € o objetivo maior
deste trabalho.

A seguir, no quarto capitulo, trataremos de umrdesainda bastante controverso nos
dias de hoje e que tem a ver conkasolas de pensamento matematRRealismo (platonismo) e
construtivismo (logicismo, intuicionismo, formalisinque discutem se a matematica € uma
criacdo humana ou se existe independente de nessamento.

No ultimo capitulo apresentamos a relacdo de saréasccom a sua obra, sempre tentando
obedecer a uma ordem cronoldgica.

Daremos maior énfase a sua correspondéncia quasdiaria com Dedekind, no periodo
gue vai de 1872 a 1878, e que mostra a evoluc&uae pesquisas e a elaboracdo das idéias

fundamentais sobre a Teoria dos Conjuntos. Veregnesem 1877, quando Cantor descobre a
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equivaléncia entre reta e plano, ele percebe gdfodo continuo e a partir dai comeca a se
delinear o que viria a ser a teoria dos numerostirdtos, que tem o seu apice com a publicacéo
do Grundlagene, mais de dez anos depois, o fecho da sua abrea publicacdo dBeitrage.

Os textos serdo transcritos em portugués, mas éonaear 0 cuidado de colocar ao final
deste trabalho um anexo contendo o original, emé&e e suas respectivas traducdes em francés,

além da fonte consultada, de maneira que o leitesg conferir e aprofundar seus estudos se

assim o desejar.
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1 FATOS PRINCIPAIS DA VIDA DE GEORG CANTOR

Varios historiadores ja escreveram sobre a viddra deGeorg Ferdinand Ludwig
Philip Cantor, entre eles, Abraham Hrraenkel (1930), HerbertMeschkowski (1967), Ivor
Grattan-Guiness (1971), Joseph WDauben (1990) e mais recentemente Jéséreirds (1993)
s6 para citar alguns. Por este motivo, nosso @bjetieste capitulo foi, por meio destas
biografias, fazer uma sintese para que o leitosgter, em um so lugar e em portugués, as datas,
lugares, pessoas e fatos relacionados a vida derGare, de alguma maneira, estéo ligados ao

seu trabalho.

Analisando os artigos de Cantor, suas corresporarca sua historia de vida busca-se

encontrar relacbes que sejam importantes paradartarelhor seu processo criativo.

1.1 INICIO DE UMA CARREIRA

Georg Cantor nasceu no dia 3 de mar¢o de 1845 denP&ersburgo, e teve trés irmaos:

Ludwig (1846), Sophie (1848) e Constantin (1849).

Cantor tinha 11 anos quando sua familia se mudmug@lemanha, o que foi um fator
determinante na sua carreira ja que, no século &&a Primeira Guerra Mundial, este pais

possuia a elite dos matematicos da época.

No século anterior, esta hegemonia pertencia aamscdses e suicos como Daniel
Bernoulli, Leonhard Euler, Jean Le Rond d’Alembddseph-Louis Lagrange e Pierre-Simon
Laplace. Segundo D. F. Wallace [p.160, 2003], ndste nenhuma boa explicacdo para isso na
literatura e ele levanta a hipotese de a matemggicaomo a politica ou o esporte, com dinastias

diferentes que se desenvolvem e depois enfraqueleatio lugar a outra. A verdade é que
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Cantor estava no lugar certo e na época certa.eAgusas de Cantor, a partir de 1870, vém
juntar-se as de Dedekind e Weierstrass que se etanplpara estabelecer regras rigorosas para

“libertar” a Analise da Geometria.

O peso da responsabilidade de ser ele o primogpgniie ser observado no trecho da
carta abaixo que seu pai, Georg Woldemar Canterg#itreveu, em 1860, quando ele deixa a

familia para estudar em Darmstadt:

Eu encerro com estas palavras: Seu pai, ou melbos, pais e todos os outros membros da familia
também na Alemanha, Rassia e Dinamarca tém seas sitbre vocé como o mais velho, e espera
gue vocé seja nada menos que um Theodor Schae$erDeus quiser, mais tarde, talvez uma
estrela brilhante sobre o horizonte da ciéA¢i. anexo)

Aos 17 anos, Cantor escreve numa carta a seu phre‘suma voz desconhecida e

misteriosa” que, contra sua vontade, o chama parat@matica.

Meu querido Pai!

Vocé pode imaginar como sua carta me deixou fele;determina meu futuro. Os Ultimos dias
deixaram-me na davida e na incerteza. Eu ndo cansbggar a nenhuma decisdo. Meu sentido de
dever e os meus préprios desejos chocavam-se gantante. Agora eu estou feliz quando vejo
que ja ndo o afligird se eu seguir meus propristnitos nesta decisao. Eu espero que um dia vocé
ainda venha sentir orgulho de mim, caro Pai, pdishenalma, todo o meu ser, estd em minha
vocagao; o0 que quer que desejemos e que sejamezesage fazer, 0 que quer que seja aqueda
secreta,desconhecidgue nos atrai, nos levara ao suce’sgi! anexo)

Com a morte do pai em 1863, Cantor vai estudar eninBtendoWeierstrass (1815 —
1897) como um de seus professores. Quatro anossdeptém o diploma da Universidade de

Berlim com um estudo aprofundado da teoria dos ndsneomo o desenvolvido por Legendre e

% | close with these words: Your father, or ratheuryparents and all others members of the famith bo Germany
and in Russia and in Denmark have their eyes oragdhe eldest, and expect you to be nothing lessd Theodor
Schaeffer and, God willing, later perhaps a shimsitag on the horizon of science.[DAUBEN, p.275,099

* My Dear Papal

You can imagine how very happy your letter made indetermines my future. The last few days ha¥erte in
doubt and uncertainty. | could reach no decisio. 9dnse of duty and my own wishes fought continlyoase
against the other. Now | am happy when | see thaillino longer distress you if | follow my own déngs in this
decision. | hope that you will still be proud of roee day, dear Father, for my soul, my entire bdives in my
calling; whatever one wants and is able to do, edetit is toward which an unknowsecret voicecalls him, that
he will carry through to success! [DAUBEN, p.27990]
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Gauss. Eram também seus professores nesta éparaneads qu&ummer (1810 — 1893) e

Kronecker (1823- 1891).

1.2 GEORG CANTOR ASSUME COMO PROFESSOR, EM HALLE

Em 1869, ele se instala em Halle como professdicpiar (Privatdozem) no lugar de
HermannSchwarz (1843 — 1921) que tinha ido para Zurique. Sua r@&e como professor

Extraordinariu$ s6 aconteceu trés anos mais tarde.

Como assistente de Eduafidine (1821 — 1881), Cantor comeca a trabalhar comrésssé

trigonométricas e passa a estudar o teorema dalatécdestas séries.

Por volta de 1870, definindo indices para conjud$vados de pontos, ele tenta ampliar
0 conceito de numero ordinal, o que viria a sembréio para mais tarde criar 0s nimeros

ordinais transfinitos.

Também nesta época, Cantor ocupa parte de seu teawpoa teoria dos numeros
irracionais usando as sequéncias de Cauchy, oeayéevisto, com mais detalhes, no decorrer

deste trabalho.

E interessante notar que o estudo das séries driggtnicas e de fungbes descontinuas
foram assuntos que instigaram varios matematictes ale Cantor, como por exemgirichlet
(1805 — 1859)Lipschitz (1832 — 1904) ¢dankel (1839 -1873), mas, apesar de renderem bons

frutos, nenhum se compara a obra realizada por ele.

® Assistente pago com os honorarios depositados p&ioos.
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1.3 AMIZADE ENTRE GEORG CANTOR E DEDEKIND

Um fato que teve um papel importante em sua vigagt@ndo por acaso, em 1872, numa
viagem a Suica, Cantor conhece RichBetlekind (1831 — 1916) e a partir dai passam a se
relacionar e se corresponder quase que diariamériteportante chamar a atencéo para o fato
gue estes periodos de farta correspondéncia etancdlados com outros de total auséncia de

cartas, como veremos abaixo.
Segundo Ferreirds [p. 357, 1993], os periodos eemuantiveram contato foram:

1873 — trocam idéias sobre a existéncia ou naamdecerrespondéncia biunivoca entre o

conjunto dos nimeros naturais e o conjunto dos ragmeais.

1877 — discutem sobre a possibilidade de exista gorrespondéncia biunivoca entre a

reta e o plano.

1882 — discutem algumas idéias que Cantor vainsaeu artig@gsrundlagen publicado

em 1883.

1899 — Cantor levanta a questdo dos paradoxosd@®@arade Burali-Forti) e define

multiplicidades consistentes e inconsistentes.

Ainda nos dias atuais, existem controvérsias sasemotivos que 0s levaram ao

estremecimento de suas relacgdes.

Outro ponto merecedor de destagque € que ess@s @an geral partiam de Cantor,
pedindo a opinido de Dedekind sobre algum assurdatenmatico que fosse alvo de sua
investigacdo naquele momento.

Existe ainda hoje uma polémica envolvendo os nodee®edekind e Cantor. Alguns

autores comdauben [1990] e Grattan-Guinness [1971, 1974, 1978] evitaram tocar neste

® Professor sem cétedra, assistente, pago pelarsidiade.
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assunto. Por outro lad@ugac [1976] e Ferreirds [1993] levantam a questdo de realmente
existir uma amizade sincera entre 0s dois mateastic

O fato é que, apesar da proximidade entre suasledda que sabemos é que, nesses
guase trinta anos, entre 1872 e 1899, eles se tean apenas seis vezes, sendo que as duas
primeiras foram por acaso quando passavam férigsiiga.

O terceiro encontro ocorreu em maio de 1877; depais dois encontros em 1882 e o

ultimo que se tem noticia, em 1899, quando volta® eorresponder.

Em agosto de 1874, Cantor casou-se com Vally Gutineao casal passou o0 verdo nas
montanhas de Harz, na Suica, onde se reuniu corekideld Este periodo foi bastante frutifero
para Cantor, pois, mesmo em lua-de-mel, pode discam o colega, a possibilidade de
relacionar uma superficie com uma linha reta, deemna que a cada ponto da superficie,

corresponda um Unico ponto da linha reta e vicearer

Neste ano ocorre a primeira ruptura entre eles.dvintalvez tenha sido o fato de

Cantor ter usado, em seu artigo, as idéias de Detjedem citar seu nome.

Cantor comenta, muito mais tarde, em uma cartaregaéa a Hilbert, em 15 de
novembro de 1899, que Dedekind parou de se comdsp@om ele neste periodo (por volta de

1873) “por razdes desconhecidas por mianiy mir unbekannten Grinden

Retornaram a se corresponder somente trés anodsdepo 20 de junho 1877,
focalizando novamente o tema da correspondéncia énha e plano. Cantor da uma resposta
afirmativa para essa questéo, construindo uma ¢ubigiivoca entre um segmento de reta e um

guadrado, mostrando deste modo que um espaco @msiomal possui a mesma poténcia que

" Halle dista menos de 200 quildmetros de Braunsichwade Dedekind morava.
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um espaco bidimensional. Cantor expde a demonstdgdeu teorema para Dedekind, mas este
o alerta que tal demonstracéo continha um erroto€Canediatamente concorda com Dedekind e
corrige 0 que estava errado usando fracdes costimoainvés de numeros decimais para

representar 0s numeros irracionais, como veremgstarde.

Cantor fica tdo empolgado com sua descoberta que@oa questionar a importancia do

numero de coordenadas de um espaco para defungr dirmensao.

Logo depois, Dedekind chama a atencdo de Cant@ @afato de que espacos de
dimensdes diferentes, apesar de possuirem a mestéacia, ndo apresentam as mesmas
propriedades ja que ndo pode existir entre elelsumea funcéo biunivoca e também continua, ou
seja, um homeomorfisfio do ponto de vista topolégico, esses dois espag@s S&0

homeomorfos.

Em seguida, ha uma nova interrupcdo na correspoia@@&ao que tudo indica, pelo

mesmo motivo anterior. Cantor usou as idéias deekied em seu artigo sem lhe dar os créditos.

Durante a década de 1870 ocorreram as princigaiagrde correspondéncia entre Cantor
e Dedekind, que tratava do conceito do continu@ eatacterizacdo dos numeros reais. Para
Cantor, o conceito de continuo ia além da caraetedio dos nimeros reais, pois um conjunto
pode ter a poténcia do continuo e ndo ter as esistitas de um conjunto continuo. O exemplo
mais interessante € do conjunto ternario de Cagter definiremos no capitulo 3 e veremos que,
apesar de possuir a poténcido continuo, sua medida € nula, ou seja, pot&iadida sdo dois

conceitos completamente distintos.

8 Um homeomorfismale M sobre N é uma bijecdo (funcéo injetora e ejetora) continua f : M — N cuja

inversa  f ™ :N - M também é continua. Neste caso, diz-se qgue M e Nhe&womorfos. Dois espacos
métricos homeomorfos sdo indistinguiveis do pometeidta da Topologia.[LIMA, p.38, 1977]
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A terceira ruptura entre Cantor e Dedekind ocoemul882. Com a morte de Heine, em
21 de outubro de 1881, seu lugar fica vago na Usidede de Halle e Cantor sugere entdo o
nome de Dedekind para ocupar o lugar de Heine. Mle@loum més depois, em uma carta
enderecada a Cantor, Dedekind, justificando quer ‘fpultiplas razdes cuja discussdo nos
conduziria muito longe” e acrescentando que “namtkepa fazé-lo mudar sua decisdo”, recusa o
convite. Dugac acrescenta que tem duvidas quasiocaridade de Dedekind quando ele diz,
nesta mesma carta, que sua eventual aceitacaidsagaadavel perspectiva da relagcéo fraternal

com ele”. [DUGAC, p. 126]

Muitos autores sugerem que a negativa de Dedekindceitar a colocacdo em Halle fez
com que suas relagdes com Cantor se fragilizasseqae por este motivo eles deixaram de se
corresponder por alguns anos. No entanto, consideraue Cantor e Dedekind ainda se
encontraram em Eisenach, no fim de 8820 &, quase um ano depois de ter recusadoviteon
de Cantor, para discutir sobre o problema do coat(Rlip6tese do Continuo), néo fica claro se a
recusa de Dedekind em aceitar o convite para mofesn Halle, em 1881, tenha sido o motivo

principal de seu afastamento de Cantor por quasarues.

A impressdo que se tem, lendo as anotacdes de iDddeklativas as cartas que
trocavam, € que esses afastamentos foram devitidgda que ele guardava por ver algumas de
suas idéias expostas nos artigos que Cantor es@eni sequer citar seu nome. Isto ocorreu no
artigo de 1874, sobre os numeros algébricos, mgoadte 1877, sobre a equipoléncia entre reta e

plano e finalmente, em 1882, nos artigos que esarsgbre conjuntos lineares de pontos.

° A dltima carta escrita por Cantor para Dedekinsta@eriodo tem a data de 6 de novembro de 1882ppntes
da publicagdo d&obre os conjuntos infinitos e lineares de ponRemte V Grundlagen [CAVAILLES, p.238,
1962]
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Somente em 1899, dois anos depois do Primeiro @ssgrinternacional de Matematica,

em Zurique, eles reatam a sua amizade e voltantersesponder.

Quase na virada do século, em agosto de 189%ratam de diversos assuntos, entre eles
0 axioma da aritmética transfinita ampliada, a carapilidade dos cardinais e também discutem

sobre as antinomias.
1.4 DESAVENCA ENTRE GEORG CANTOR E KRONECKER

A principio Kroneckel® elogiou o trabalho de Cantor sobre as sériesrtoiggétricas e até
sugeriu algumas modificacfes, mas logo depoisrgeucseu maior opositor. Dauben [1990], na
introducdo de seu livro, diz que Kronecker o comsida um charlatéo cientifico, um renegado,

um “corruptor de jovens”.

Kronecker, que era intuicionista, ndo acreditavaersténcia de qualquer coisa que
envolvesse a idéia de infinito, como por exempk,ndmeros irracionais e, em particular, os
transcendentes e, muito menos, na existéncia deero8ntransfinitos, por isso, para ele, a
demonstracéo de Cantor era totalmente sem seftuolo Kronecker um deslitores do Jornal
de Crelle, tentou, entdo, impedir a publicacdortig@Uma contribuicdo a teoria dos conjuntos
[CANTOR, 1877], escrito em julho de 1877, e que teim de seus resultados mais
surpreendentes: o “tamanho” @€ é o mesmo dek , ondeR"representa o produto cartesidno
RxRx..xR, h vezes. Na realidade Cantor demonstrou este teoaténanesmo para um

namero infinito enumeravel. Veremos esta demor&trag Gltimo capitulo.

10 Kronecker tem o apelido de “Méré”, tipo de espirgstreito que se opde ao inesperado do progresso
matematico.[CAVAILLES, p.180, 1962]
1 Definimos o produto cartesiano 3B como o conjunto dos pares ordenados (a, b) ondA & b [IB.
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Foi neste artigo que Cantor expde publicamentepétzeira vez a questao que viria a ser
origem do que ficou conhecido depois como a Higdtes ContinupExiste um subconjunto de

R cuja poténcia seja estritamente superior a d& e estritamente inferior a deR ?

1.5 CANTOR E A HIPOTESE DO CONTINUO
O que Cantor quis dizer exatamente com essa g@estao

J& se sabia nesta época que existiam pelo mensdnfioitos: o infinito enumeravel
relacionado ao conjunto dos numeros naturais e fimitoh ndo-enumeravel, que estava
relacionado a reta real. A questdo era decidirogkena existir algum infinito diferententre

esses dois ja conhecidos.

Para responder a questao acima, que a primeieapaséce tao simples, Cantor pesquisou
sobre a poténcia de conjuntos perfeitos e, alésodde que modo os pontos se distribuiam na
reta, definindo conjuntos aderéncia, coeréncia exénctia, cuja explicacdo se encontra no

segundo capitulo.

Cantor percebeu que se concentrar exclusivamehte sonjuntos de pontos poderia ser
um “beco sem saida” que nunca o levaria a resavproblema do continudcle notou que
deveria tentar reduzir o problema do continuo @s faracteristicas mais essenciais, que nao

dependessem de propriedades métricas, mas dazsatiasedem [DAUBEN, p.150, 1990]

Na sua Segunda ComunicacZweéite Mittheilung, Cantor enfatiza a sua teoria dos tipos

ordenados e d4 um novo rumo ao estudo da estddwrantinuo e sua poténcia.
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Durante toda a sua vida, Cantor tentou demonstitdipétese do Continuo, mas seus
esforcos ndo tiveram o resultado esperado. Muikosedis bidgrafos, erroneamente, atribuiram

seus problemas mentais as suas tentativas frustd@d@demonstrar a Hipotese do Continuo.

1.6 ELABORACAO DE UMA DE SUAS MAIORES OBRAS

A partir de 1879, Cantor escreveu uma série de agigos sobre conjuntos lineares
infinitos de pontos ndornal de Crelle Estes artigos serviram para familiarizar os tegocom
seu trabalho e forneceram uma série de conceitegdsaessenciais: conjuntos derivados,
conjuntos densos, poténcia de um conjunto, pomtidelj ponto isolado, conjuntos bem-definidos.

Estes conceitos serdo vistos no préximo capitulo.

Somente em 1883, Cantor expde pela primeira vezesua dos numerogansfinitos
com a publicacdo de uma de suas obras mais impestadrundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehretraduzida para o francés com supervisédo do grdpaintor e publicada no
Acta Mathematicacom o titulo Fondements d’'une théorie générale des ensemibesta
traducdo autorizada por Cantor, foram retiradosapétulos de conteddo mais filoséfico e os que
restaram aparecem numa ordem diferente do orighpaisar destas alteracdes, este trabalho foi o

responsavel pela divulgacéo da obra de Cantordforslemanha.

Na Franca, HenrPoincaré (1854 — 1912) foi um dos primeiros mateméaticosilzar as
teorias cantorianas em seu artigo intitulai@moire sur les groupes kleiné&nsm 1887, Paul
Painleve (1863 — 1933) as usou em seus estudos sobre ainigules das funcdes analiticas;
Emile Borel (1871 — 1956s empregou dentro da teoria da medida e ja nbdinséculo, René-
Louis Baire (1874 — 1932) aplicou em seus trabalhos grande pas noc¢des introduzidas por

Cantor.
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Em uma carta datada de 8 de margo de 1883, Midftet, editor doActa Mathematica
escreveu ddermite’?, contando que pediu a Cantor para redigBrondlagende outra maneira,
excluindo a parte filoséfica e se limitando a expis da questdo matematica. A justificativa
apresentada por tal pedido foi que, nesta épogmiaria dos matematicos achava que o infinito

efetivo (actual infinite) era assunto para filosgfodo para matematicos.

Em 2006, saiu uma traducéo, feita por J.Bares@imhent, em espanhol, que pode ser

acessada emttp://www.uv.es/jkliment/Documentos/Cantor83.pé.p¢om o0 tituloFundamentos de una

teoria general de las multiplicidades:uma investiga matematico-filoséfica em la teoria del

infinito. Esta tradugéo segue a ordem original e inclurtbgos omitidos na versdo em francés.

1.7 DOENCA E NOVOS INTERESSES

No final de 1884, Cantor sofre sua primeira criseddpressdo e, em uma carta a Mittag-
Leffler, demonstra o desejo de abandonar a mateangéla filosofia. Muitos de seus bidgrafos
atribuem suas crises aos problemas que teve conesker e com 0s matematicos em geral que
ndo aceitavam suas idéias. Outra explicacdo ledarpara sua doenca foram suas tentativas

frustradas de demonstrar a Hipotese do continuo.

Hoje em dia acredita-se que sua doenca tenha sidosp maniaco-depressiva, ou como é
chamada atualmente, “distUrbio bipolar” e que teamsas internas, talvez genéticas, e nao
externas, 0 que nos leva a crer que ele teriasctisalepresséo independente de seus problemas
pessoais. Para saber mais detalhes sobre sua deengacapitulo XV do livrolnfinito e

inconscient§ CHARRAUD].

12 Matematico francés que se correspondia com maieoséle toda a Europa, foi o primeiro a demongjtar o
ndmero neperiance' era um ndmero irracional transcendente. Depoigirexdo em sua demonstracéo, Liouville
mostrou que o numero(pi) também era transcendente.
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Segundo Dauben [2005]: Sua enfermidade mental,ela® desempenhar um papel
inteiramente negativo, pode muito bem ter propoim, durante suas fases maniacas, a energia

e a tenacidade obsessiva com que defendeu sua teori

Cantor diversifica seus interesses incluindo erees correspondentes filosofos e
tedlogos. Um de seus objetivos consistia em prquar na realidade, as obras de Shakespeare
foram escritas por Francis Bacon. A partir de 188dandona sua cadeira de professor de

matematica e passa a ensinar filosofia durantenalgnos.

Em uma carta, datada de 21 de maio de 1885, S&pkalevski (1850 — 1891) escreve
para Mittag-Leffler relatando que os alunos abaadam as aulas de filosofia de Cantor, até que

nao restasse mais nenhum.

Enestrém® também visitou Cantor. Este Gltimo comegou duransemestre anterior aulas sobre a
filosofia de Leibniz. No inicio ele tinha 25 alunamas entdo, pouco a pouco, a turma foi se
dissolvendo, primeiro para 4, entdo para 3, eBfdimalmente para apenas um. Cantor manteve-se
firme apesar disso e continuou as aulas. Mas! Umdia veio o Ultimo dos moicanos, um pouco
perturbado, e agradeceu muito ao professor, mds@xmue ele tinha muitas outras coisas a fazer
e que ele ndo poderia prosseguir com as aulaso El#étor, para alegria de sua mulher, proferiu
uma promessa solene de nunca dar aulas de filosofmentéf

Em 1887, Cantor publica uma ComunicacBlittheilungen zur Lehre Von Transfiniten
numa revista de filosofia. Desde que Mittag-Left@via impedido a publicacdo de seu artigo
Principios de uma teoria dos tipos ordingdisovembro de 1884), Cantor passou a publicar em

revistas nao-matematicas.

13 Gustav Enestrém (1852 — 1923) — historiador e matieo sueco era assistente de Mittag-Leffler.

14 Enestrdm har ocksa uppsokt Cantor. Densamma hgat hinder den féregaende terminen att foérelasa om
Leibnitz’s philosophie. | bdrjan hade han 25 amdranen as smaningom ha de smaéltet ihop forst,tdledan till 3,

sa till 2, slutligen till en enda. Cantor hdll angtaoch fortsatte att férelasa. Men ve! En vavaaay kom den sista
mohikanern, nagot generad, ock tackade professmrmycket men forklarade at than hade sa manga aandr
sysselsattningar at than iccke orkade folja prfiftelasningar. Da har Cantor, till sin hustrus égtiga frojd, gifvit

ett hogtidligt 16fte att aldrig féreldsa om philgdoen igen![DAUBEN, p. 313, 1990]
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Nesteperiodo, Cantor escreve a Constagintberlet™ (1837 — 1928), em 24 de janeiro
de 1886 e 06 de fevereiro de 1887, falando sohrs is¢eresses na macgonaria, rosacruzismo e
teosofia.

Em uma carta de 22 de janeiro de 1894, escrevermité, explicando que a matematica
nao € seu Unico interesse e que a metafisicacdogige ocuparam sua mente a tal grau que sobra
pouco tempo para sua primeira paixao.

Num artigo publicado em 1894, Cantor lista a mande escrever nUmeros pares acima
de 1000 como soma de dois primos. O trabalho cassanheza, mostrando como sua saude
mental ndo ia bem, ja que a conjetura de GoldBa&hinha sido feita ha 40 anos para nimeros
acima de 10000.

Em 1905, ele escreve um ensaio religioBa Oriente Lu¥ traduzido para o inglés por
Philip Jourdain.

Cantor possuia uma biblioteca valiosa com obra&rdacis Bacon, Shakespeare, bem
como colecdes de filosofia e de matematica. Infediate, trés anos depois de sua morte, ela foi
vendida com o objetivo de sustentar sua familiaamber o periodo de inflagdo na

Alemanha.[GRATTAN-GUINNESS, p. 517, 1978]

1.8 PARTICIPACAO DE CANTOR NOS ENCONTROS DE MATEMATICA

Apesar de todas as dificuldades, Cantor nunca abandrealmente a matematica e teve
um papel essencial na fundacdo, em 1890, da Sdeiattzs Matematicos Alemaes (Deutschen

Mathematiker-Vereinigung - DMV). Sua meta era desérer uma organizacdo que fosse

!5 Religioso neo-tomista que escreveu o primeirogartieolégico citando os numeros transfinitos de t@an
[HEDMAN]
® Todo nimero par, maior que dois, pode ser esooitto a soma de dois nimeros primos.
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independente de Berlim e Goéttingen, com o objetido fortalecer e estimular os jovens

matematicos e servir de férum de idéias novasi@ads radicais que pudessem parecer.

No ano seguinte, em 1891, aconteceu o Primeiro rEr@ode Matematicos Alemaes, em
Bremen. Uma das intencdes de Cantor era participacongressos internacionais para poder

expor suas idéias para matematicos de outras radidades.

Quase 20 anos depois de seu primeiro trabalho &f1i01870, no artig&oobre uma
guestao fundamental da teoria das multiplicidgdesntor demonstrou de uma maneira diferente
do que ja havia feito em 1873, a ndo-enumerabiiddms nimeros reais e, em particular, dos
numeros transcendentes, usando o Argumento DiagmeaE reconhecido até hoje como uma
ferramenta poderosa para se demonstrar variosmasreAinda neste artigo, usando 0 mesmo
método, Cantor demonstra que o conjunto das fund@ésidas no intervalo [0;1] possui

poténcia maior que a poténcia do continuo.

Em 1895/1897 publica seu ultimo trabalho, o artBeitrdge zur Begrindung der
transfiniten Mengenlehreaduzido para o francés por F. Marotte com datiBur les fondements
de la théorie des ensembles transfinldeste artigo, Cantor trabalha com conjuntos atustr
guaisquer no lugar de conjuntos de pontos; alésodaborda a questdo da comparabilidade dos
alefs. Apesar de ter escrito o segundo artigo apafguns meses depois do primeiro, Cantor
esperou dois anos para publica-lo porque tinharaspa de poder incluir a demonstracdo da

Hipdtese do Continuo.

Neste mesmo ano de 1897, organiza o Primeiro Cesgriaternacional de Matematicos
em Zurique, onde Jacques Hadamard e David Hilbednhecem o valor de seu trabalho e lhe

rendem homenagens. Hilbert declara numa citacd@speito da aritmética dos nameros
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transfinitos: “o produto mais extraordindrio do gamento matematico, uma das mais belas

realizag6es da atividade humana no dominio do pemgerinteligivel”.

Em 1904 obtém a mais alta distincdo que a RoyaleSode Londres pode atribuir: a

medalha Sylvester.

Neste mesmo ano, no Terceiro Congresso Interndcamaviatematica, realizado em
Heidelberg, o matematico hingaro JUt@mig (1849 — 1913) apresentou uma comunicacao que
afirmava que a poténcia do continuo e&um alef. Felizmente, logo depois Zermelo emoant
um erro na demonstracdo: Konig usou indevidamentesoltado de Bernstéin No entanto,
Cantor continuou preocupado que alguém pudessentacooutro caminho para refutar a

Hipotese do Continuo.

Menos de um ano depois deste episddio, Zermelooprovleorema da Boa-Ordenacao,
isto €, que todo conjunto pode ser bem-ordenadoneconsequéncia, que toda poténcia € um
alef. Para isto, ele usou o Axioma da Escolha expihente pela primeira vez. A partir deste
incidente, a saude de Cantor comeca a piorar paska a maior parte de seu tempo na Casa de
Saude que fica na Universidade de Halle (Nerveikfflonde veio a falecer no dia 6 de janeiro de
1918, ja bastante debilitado.

Nesta época seus trabalhos eram universalmentaheaidos e David Hilbert exclamava:

“Ninguém nos expulsara do paraiso que Cantor gréwa nés”.

" para mais detalhes ir a secéo 3.5.
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1.9 LISTA DAS OBRAS ESCRITAS POR GEORG CANTOR
Comecaremos esta lista citando as dissertacoeSaqier defendeu:
(1) 1867 —De aequationibus secundi gradus indetermingdissertatior)

(2) 1869 - De transformatione formarum ternariarum quadratioax

(Habilitationsschrif)'®

Abaixo vamos listar as obras de Cantor com as @atague foram escritas, o titulo em
portugués e, a sequir, o titulo original em alenfi@mcés ou latim. Vamos obedecer a ordem em

gue elas foram escritas, mesmo que tenham sidapdas fora desta ordem.

(3) 1870 — Sobre um teorema a respeito das sériendngétricas; publicado no
Jornal de Crelle, 72

Uber einen die trigonometrischen Reihen betrefendehrsatz

(4) 1870 —Prova de que para cada valor real de x, uma fuh@dadada por uma
série trigopnométrica, pode ser escrita somententge maneira; publicado no
Jornal de Crelle, 72

Beweis, dass eine fur jeden reellen Wert von xhdwine trigonometrische
Reihe gegebene Funktion f(x) sich nur auf eineiggn¥Veise in dieser Form

darstellen lasst

(5) 21 de abril de 1871 - Sobre séries trigonométricagblicado no
Mathematishe Annalen. V.

Ueber trigonometrische Reihen

18 Tese escrita, necessaria nas universidades alpardsjue o candidato pudesse ministrar aulas.
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(6) 8 de novembro de 1871 — Extensdo de um teorema sotworia das séries
trigonométricas; publicado ndathematishe Annalen.V.

Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theeriérigonometrischen
Reihen

(7) 23 de dezembro de 1873 — Sobre uma propriedadésttona de todos os

nameros algébricos reais; publicadoJoonal de Borchardtvol. 77.

Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reelitgebraischen Zahlen

Depois deste artigo passariam quatro anos para oiCambltar a publicar.
Coincidentemente foi também um periodo onde eleyde se corresponder com Dedekind.
Especula-se que o motivo pode ter sido os afazerasseu casamento. Mais que iSso, nos parece

gue este periodo serviu para que ele amadurecessdadeias sobre a questdo da equivaléncia

entre reta e plano.

(8) 11 de julho de 1877 — Uma contribuicdo a teoria @woguntos; publicado no
Jornal de Borchardtol. 84, em 1878.

Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre

(9) 1879 — Sobre um teorema da teoria dos espacosanies; publicado por um
jornal da Sociedade Real de Ciéncias e da Uniadeidseorg-Augustus de

Gottingen Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft dessghschaften
und der Georg-Augusts-Universitat zu Gottingen)

Uber einen Satz aus der Theorie der stetigen Méaitigkeiten
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(10) Janeiro de 1879 — Sobre os conjuntos infinitosiealies de pontds Parte
I; publicado naViathematishe Annalerolume 15.

Ueber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten

(11) 1880 - Comentario sobre séries trigonométricas; ligado no

Mathematishe Annalerolume 16.

Bemerkung tber trigopnometrische Reihen

(12) 1880 — Comentério adicional sobre séries trigonooa&, publicado no

Mathematishe Annalerolume 16.

Fernere Bemerkung uber trigonometrische Reihen

(13) 1880 — Sobre a teoria das funcdes analiticas; gadwi noMathematishe

Annalen volume 16.

Zur Theorie der zahlentheoretischen Funktionen

(14) Maio de 1880 — Sobre os conjuntos infinitos e liasale pontos. Parte |I;

publicado naViathematishe Annalewolume 17.

(15) 1882 — Sobre um novo e geral principio de condémsde singularidades

de funcdes; publicado dathematishe Annalewolume 19.

Uber ein neues und allgemeines Kondensationsprideip Singularitaten von

Funktionen

19 Conjuntos que podem ser colocados em correspoiadéinnivoca, sem ambigiidade, com pontos distfiside
uma maneira continua ou ndo sobre uma reta ou séguhe reta.
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(16) 31 de marco de 1882 — Sobre os conjuntos infirettiseares de pontos.

Parte lll.Mathematishe Annalerolume 20.

(17) Primeiro de setembro de 1882 — Sobre os conjunfostos e lineares de

pontos. Parte 1V; publicado mdéathematishe Annalewolume 21.

(18) 1883 — Sobre os conjuntos infinitos e lineares datgs. Parte V;
publicado ndMathematishe Annalewolume 21.

O artigo acima também foi publicado sob a formamdivro com o titulo: Fundamentos
de uma teoria geral de conjuntos. Uma investigatdematico-filoséfica na teoria do infinito.

Publicado por B. G. Teubner.

Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslereen mathematisch-philosophischer

Versuch in der Lehre des Unendlichen

Os artigos (7), (8), (5), (6) e (19), com as cipentes ja escritas ddobre os conjuntos
infinitos e lineares de pontpapareceram juntos, de forma resumidaActa Mathematicé?,

impresso em 8 de junho de 1883.

O redator, Mittag-Leffler faz a seguinte observagas notas de rodapé deste periddico:

Senhor Georg Cantor teve a bondade de nos promegeisérie de artigos novos concernentes as
suas pesquisas sobre a teoria dos conjuntos; néampes em prestar um servico a nossos leitores
reproduzindo aqui uma traducé@o para o francés dasigmis memorias dele que se relacionam
com este assunto; nos parece indispensavel a cengdiee dos novos artigos que vao seguir e que o
autor publicarad em francés. A traducao foi revistarrigida pelo autor.

(19) 22 de abril de 1883 — Sobre diversos teoremasatatdos conjuntos de
pontos situados em um espaco continuo a N dimensieaido de uma carta
enviada a Mittag-Leffler e publicado Aata Mathematic2, em 25 de agosto
de 1883.
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Sur divers théoremes de la théorie des ensemblgmidés situes dans un

espace continu a N dimensions.

(20) 15 de novembro de 1883 — Sobre a poténcia dos rdosjperfeitos de
pontos; este artigo foi extraido de uma carta deédCgara Mittag-Leffler que

entdo a publicou nActa Mathematicpa4.

De la puissance des ensembles parfaits de points

(21) 1884 — Sobre os conjuntos infinitos e lineares datgs. Parte VI,

publicado noMathematishe Annalerolume 23.

(22) 6 de novembro de 1884 — Principios de uma teor&atiggows ordinais —
Primeira Comunicacdo; somente publicado em 197Acta Mathematica
124.

Principien einer theorie der ordnungstypen- Ersiéheilung

Em uma carta enviada por Mittag-Leffler para Canéon 9 de marco de 1885, ele |lhe
aconselha adiar a publicacdo de seu artigo enquedotivesse resultados mais conclusivos

sobre a Hipétese do Continuo:

Estou convencido de que a publicagédo de seu nabaltro, antes que vocé explique o seu real
alcance, lhe sera prejudicial [...] Pode aconteger sua teoria e vocé nunca encontrem o
devido mérito que ambos merecem, se suas idéiatesdle agora, postas em descrédito. Pode
ser que daqui a cem anos, alguém venha a redessoasiidéias, e entdo serd um fato que tais
idéias ja eram do seu conhecimento ha muito tempblas se suas idéias forem publicadas,

vocé ndo exercera nenhuma influéncia significatvajue obviamente ndo é o seu desejo,

como n&o seria de ninguém que se dedique & pesieigdica. [DAUBEN, p.138, 1996

(23) 29 de janeiro de 1885 — Sobre diversos teoremésodia dos conjuntos de
pontos situados em um n-espaco invariante esten@go— Segunda

Comunicacao; publicado mecta mathematicd, em 23 de margo de 1885.
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Uber verschiedene Theoreme der Punktmengen in eimémch stetigen

Raume G Zweite Mitteilung

Continuacéo do artigo de mesmo titulo, escrito 8881

(24) 1887 — Comunicacgao sobre a teoria dos transfimtaislicada numa revista
de filosofia,Zeitschrift fir Philosophie und philosophische Kei®1.

Mitteilungen zur Lehre von Transfiniten

(25) 1891 — Sobre uma questdo fundamental da teorianddtgplicidades,
publicado emdahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinggdn

Uber eine elementare Frage der Mannigfakitgiehre

(26) 10 de agosto de 1894 — Verificagdo até 1000 deetemrempirico de
Goldbach, apresentado no Congresso de Caen daidg®md-rancesa para o
Progresso da Ciéncia.

Vérification jusqu’a 1000 du théoréme empiriqueGig#dbach

(27) 1895 - Contribuicbes aos fundamentos da teoria dosjuntos

transfinitos. Parte I; publicado Mdathematische Annaletb.

(28) 1897 - Contribuicbes aos fundamentos da teoria dosjuntos
transfinitos. Parte II; publicado nelathematische AnnaleA9.
Beitrage zur Begrindung der transfiniten Memighre

(29) 1905 —Ex Oriente LuxDiscussao de um mestre com seu aluno sobre os

pontos essenciais do docume@bristenthumsRelatado pelo préprio aluno

%0 Curiosamente este artigo s6 foi publicado em 18i@@se 100 anos depois desta carta.
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(Gesprache eines Meisters mit seinem Schiuler Ulesentliche Puncte des
urkundlichen Christenthums. Berichtet von Schiiéthst).

Em uma carta enderecada a Philip Joyrdam data de 29 de marco de 1905, Cantor

pediu a ele que traduzisse este texto religiosa panglés e Ihe enviasse uma copia.

(30) 1905 — Uma carta de Carl Weierstrass sobre o pr@btios trés corpos;
publicado ndRendiconti Del Circolo matemético di Palerrh®.
Ein Brief von Carl Weierstrass tber das Dreikoyp@blem
Nesta mesma carta citada acima, Caraorenta sobre a publicagcdo desse artigo de
grande interesse cientifico sobre a solubilidadepdiblema do movimento dos trés pontos
materiais que se movem, depois da lei Newtonianah @ forma de funcbes
analiticas.[GRATTAN-GUINNESS, p.124, 1971]

Esses artigos podem ser encontradosuamaioria, em [ZERMELO, 1980]
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2 ORIGEM DOS NUMEROS TRANSFINITOS

Comecaremos este capitulo enumerando algumasgdefine conceitos que serdo usados
no transcorrer deste trabalho. Para Cantor, nos sabalhos iniciais, 0 espago métrico X
considerado por ele era o conjunto dos pontos ce reta, onde cada elemento deste conjunto

estava associado a um numero real.

Uma questdo fundamental a ser analisada é o que I®eorg Cantor a voltar seu
pensamento para conjuntos de pontos na reta egripostente, para criagcdo dos nuameros

transfinitos.

2.1 PRELIMINARES [RUDIN, 1971]

e [Espacos métricos eizemos que um conjunto X, cujos elementos chan@sgntos, €
um espaco métrico se, a cada dois pontos p e q dstXassociado um numero real d(p,

g), chamado distancia de p a g, tal que:
(a) d(p. q) > 0 se g q; d(p, p) = 0;
(b) d(p. 9) = d(q, p);
(c) d(p, Q)< d(p, r) + d(r, ), qualquer que sejaK.

Nas definicbes seguintes, todos os pontos e subdos) mencionados sao elementos e

subconjuntos de X.

* Vizinhanca de um ponto p&-um conjunto Np) constituido de todos os pontoS ¥

tais que d(p, q) <r. O namero r € chamado raiN{e).
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* O ponto p gonto-limite(Grenzpunkt) ou ponto de acumulag@oum conjunto P se toda

vizinhanca de p contém um ponte: @ tal que qP.

» O ponto p éonto de condensacate um conjunto P se toda vizinhancga de p, que pode

pertencer ou ndo ao conjunto P, contém um num&weenumeravelde pontos de P.

Observe que a definicdo de ponto de condensageiséestrita que a definicdo de ponto-
limite, de modo que todo ponto de condensacdo éonto-limite, mas a reciproca nao é

verdadeira.

» Ponto-isoladade P é todo ponto que pertence a P, mas néo é-loite de P.

Por exemplo, para o conjunto P{;—,—,—,—,—,...}, temos o nimero zero como ponto-

limite; todos os outros sdo pontos isolados. Repare o ponto-limite ndo precisa pertencer
necessariamente ao conjunto P.

A definicdo abaixo, bem como as anteriores de plmite, ponto isolado e vizinhanca,
foram enunciadas por Cantor no artifatensdo de um teorema sobre a teoria das seéries

trigonométricaq(6) na lista 1.9]

» Sistema derivado de P conjunto dos pontos de acumulacédo de P, den@@dB’. Ao
conjunto de pontos de acumulagéo de P’, Cantor chaegundo sistema derivado de P
denotou por P”. E assim definid"¥Po v-ésimo sistema derivado de P como o conjunto
dos pontos de acumulacdo d&*P Se depois de operacdes, o sistema se compde de um
numero finito de pontos e conseqientemente ndo rgarse nenhum sistema derivado,
Cantor o denotou paistema primitivo de~ésima espéciArt). Todos 0os conjuntos de
pontos dev-ésima espécjgpara algum numero finito, constituem conjuntos derivados

de P tipo ou géneroGattung. Conjuntos derivados de segundo tipo sdo agpelesos
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quais B = O (conjunto vazio) ndo é satisfeito para nenhum rvéifito v, mesmo
grande. Tomando @' como o menor niimero infinito além dos ndmerogda)ientdo

v < o para todos valores finitos de conjuntos derivados de segundo tipo s&o

conseqiientemente aqueles para os qidistP] , no qualP™ =(|P*.
k=1

As definicbes de conjuntos aderéncia, coerénciaeetmcia listadas abaixo aparecem
numa carta de Cantor para Mittag-Leffler, em 188dmo uma tentativa de demonstrar a
Hipotese do Continuo e logo depois no arfgmcipios de uma teoria dos tipos ordin§{22)

na lista 1.9]:
« Conjunto aderéncia- conjunto dos pontos isolados de P. E denotad@®p@ podemos
escrever quef= PN (P - P).

« Conjunto coeréncia- conjunto dos pontos de acumulacdo de P. E demgtad R, e

podemos escrever R PN P’

Qualquer conjunto de pontos P pode ser representado P = P+ P, onde o sinal de

representa a unidao disjunta de conjuntos.
« Conjunto ineréncia- conjunto dos pontos de acumulag&o geERdenotado poP’, em
que v se refere a ordem considerada. Por exempf@& o conjunto dos pontos de

acumulacdo de P P?’é o conjunto dos pontos de acumulagdo e e assim

sucessivamente.

21 Este simbolo dado para o infinito, conhecido cammoito deitado %), foi usado pela primeira vez pelo matematico
inglés John Wallis em 1655.
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» Ponto interior de P— € todo ponto p, em que existe uma vizinhancaelb dal que
N OP.

e Um conjunto P éberto se todo ponto P é ponto interior de P.

* Um conjunto P dechadose todo ponto de acumulacdo de P, pertence a Bx&oplo
dado acima, o conjunto P néo é fechado, pois Zsvgartence a P.

 Um conjunto P éperfeito quando o conjunto P’, formado por todos os pordes
acumulacéo de P, é igual ao proprio P.

* Um conjunto P &€onexose para quaisquer dois pontos t e t' ([, P) e para > 0, tdo
pequeno quanto se queira, existira sempre um nufimém de pontosit t,...,t, de P, de
varias maneiras, de modo que as distangiasstit t:ts,...., tt’ sejam todas menores gele

e Um conjunto P dimitado se existe um numero real e um ponto ¢J X tal que
d(p, q) < m paratodo g P.

* Um conjunto P @ensoem X se todo ponto de X é ponto de acumulacao ae éponto
de P (ou ambos).
O conjunto dos numeros racionais € o exemplo dasi conjunto denso nos reais, pois

todo numero real (irracional) € limite de uma segigde racionais, ou entdo é racional.

* Funcado — dados dois conjuntos A e B onde a cadeeealex de A se associa, de algum
modo, um elemento de B, que designaremos por@izemos que f € uma funcédo de A
em B (ou uma aplicacdo de A em B).

* Fungéo continua — Suponhamos X e Y espagos métkcas, p LJE, e f uma aplicagédo
de E em Y. Diz-se que f é continua em p se a eada correspondée > 0 tal que
d(f(x);f(p)) <e quando XJE e d(x;p) <o.

Se f é continua em cada ponto de E, diz-se queht&énua em E.
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Sucessdoe- € uma funcéos:N - X, onde a cada mIN corresponde um elemento

a, 0 X. Os elementos,, sdo chamados termos da sucesséo e a nofagiéd usada para

designar a sucessao.

Sucessfes convergentesdiz-se que uma sucessao,)(gEm um espagco métrico X
converge se existe um pontdlJ§ com a seguinte propriedade: Para cadeD, existe um

inteiroN tal que sen= N, d(p, p) <g, onde d representa a distancia em X.
Séries — dada uma sucessdo,),(aassociamos a sucessas,),( em que
S, =Zn: 3 =8+a+..+ g, sen=o, adotamos a expressa‘,o:iaK =g+ag+a+t..
k=1 =
e a chamamos de série infinita, ou simplesmente. €8s termos, sdo chamados somas

parciais da série.

Séries de Fourier Yma série da formalao +Z [a,sern(nx) +b, cosfix)] ondef & uma

n=1

funcéo integravel em [# ; n], 0S nUmerosa, :7%_[ f(x)dx, a, =7£TJ. f (x)sen(nx)dx e

b, :ijf(x)cosm)dx,nzl, sdo chamados de coeficientes de Fourief dea série
ﬂ—ﬂ

formada com estes coeficientes, € a série de Falafe

Uma sequiéncia de fun¢dds X - R convergesimplesmentpara a funcaof : X - R,

e denotamos porf, - f, quando para cada XxJX, a seqiéncia de numeros
(f,(%); ,(X);...; T.(x);...) converge para o numef(x). Ou seja, para tode X fixado,

tem-selim f ,(x) = f(x).
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Dizemos qud, — f converge uniformementam X se para qualquer> 0 dado, pode-se
obterny O N tal quetodasas fungdes$, , comn > no, tém seus graficos contidos na faixa

de raioe em torno do grafico de

A somaf = Z f, de uma série € um caso particular de um limiteedgiéncia:
n=1

f=1lims, emques,=f; +f,+..+f,. [LIMA, p.287, 1978]

n-o

Grupo integravel conjunto de pontos que pode ser coberto por sggééncia finita de
intervalos cujo comprimento total é zero, ou sgm medida nula.
Um conjunto XO R temmedida nulae escrevemos m(X) = 0, quando para tede 0,

for possivel obter uma colecdo enumeravel de iatesvabertos,] I, ..., L,  tais que

0

X OlOlp 0.0 . e Y|l |<e. [LIMA, p.273, 1978]

n=1

NUMEROS IRRACIONAIS E O CONTINUO

Para entender e aprofundar a teoria dos trandinégo analisar alguns de seus

desdobramentos, como, por exemplo, a Hip6tese dtirCm, era essencial fazer um estudo mais

profundo do que era o continuo e a construcao @Gieros reais de uma maneira mais rigorosa.

Na Grécia Antiga, descobriu-se a existéncia de dasdgeomeétricas incomensuraveis e

uma consequéncia disso foi uma tendéncia cresenteseparar a geometria da aritmeética,

sugerindo que tal analogia nédo teria uma basedogipesar disso, no século XVIl, a geometria

analitica identificou a geometria com a aritmétgapor mais de 200 anos, até a época de

Weierstrass, a introducdo dos numeros irracionais explicita ou implicitamente geométrica.

Newton e a maioria de seus sucessores usaram @w@géamétrica para oS numeros.
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Qualquer que seja a definicdo dos numeros irragiogla terd sempre como requisito
basico um conjunto infinito bem definido de ndmerasionais e que tenha a poténcia do
enumeravel.

Apenas para ilustrar, mostraremos como 0s gregoéntiguidade, faziam para calcular

algumas raizes quadradas. Eles utilizavam o segmiétodo; uma raiz do tipm gerava
duas sequéncias de valores, a primeira formadanpEdéa aritmética entr@eb e a segunda pela
média harmonicd também entra eb. O segundo termo da seqiiéncia era obtido repesiadn
mesmo procedimento agora paae b’ (&' resultante da média aritméticabé da média
harménica) e assim por diante, calculando as médiaméticas e harmobnicas sucessivamente.

Com esse processo infinito, obtinham-se duas seg#mfinitas de nimeros racionais que se

aproximavam do valor irracional desejado. Por exempara J3=43x1, obtemos as

sequéncias (2; 1,75; 1,73214...; ..) e (1,7;; 1,73196..., ...) que nos da com uma boa

aproximagao que o valor dé3=1,73205... (calculo feito utilizando uma calcwea) esta entre
1,73196 e 1,73214.[OLIVEIRA, p.1275, 1968]
Cauchy, no inicio do século XIX, adotou explicitarteeuma visdo geomeétrica no seu

livro “Cours d’analyse”, ele definiu ‘limite’, e nimeros irracionais corsegue:

Quando os valores sucessivos atribuidos a umavears@ aproximam indefinidamente de um

valor fixo de modo que terminem por diferir dele f@ouco quanto se deseje, este valor fixo é
chamado o “limite” de todos os outros. Por exempio,niimero irracional € o limite das diversas
fracbes que fornecem valores cada vez mais aprooisia

22 Média harmoénica é definida como sendo o inversmédia aritmética dos inversos. Por exemplo: a anédi

L 1 1 1 12
harmonica entre 2 e 3¢ = =—=—=2,4.
1 1), 5. 5 5
—+— 72 *72 —
2 3 6 12

% Lorsque les valeurs successivement attribuéesanéme variable s’approchent indéfiniment d’unewafixe,
de maniére a finir par en différer aussi peu qae Voudra, cette derniére est appelékntite de toutes les autres.
Ainsi, par exemple, un nombre irrationnel estaité des diverses fractions qui en fournissentvadésurs de plus en
plus approchées.[CAUCHY, p.4]
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Para Cauchy, os numeros irracionais podiam sepsvighmo o limite de varias fracdes
gue forneceriam mais e mais valores aproximadogidwero em questao.

Cantor ndo concordava com essa idéia dada porm@agara os irracionais; ele achava
gue existia uma “falha logica”. Definia-se o irr@talb como o limite de sequiéncias de numeros

racionais, mas a definicdo do limite é obtida pédentificacio com o numero irracional ja

definido anteriormente.

Aqui existiria um erro logico, desde que a definigh somaZaV seria igual no final, a um

namero b, necessariamente definido anteriormenteadteditava que este erro logico, evitado
primeiramente por Weierstrass, era comumente cdmetias ndo era notado porque pertencia a
aqueles casos raros em que erros verdadeiros podemausar henhum dano significativo nos
célculos®*

No final do século XIX, comecavam-se a estudarursldmentos da analise em bases
puramente aritméticas, isto ficou conhecido poitrfatizacdo” da analise. Os trabalhos de

Weierstrass, Cantor e Dedekind de certa maneicarspletam.

2.2.1 Definigdo dos numeros irracionais segundo Weierstss

Para Weierstrass, um numero era ‘determinado’ssefo conhecidos os elementos que o
compunham e quantas vezes cada elemento ocorga BRet exemplo, o niumero 3,525 é
determinado, pois ele é formado pelos algarismB8se25, sendo que 0 2 e 0 3 aparecem uma vez
e 0 5 aparece duas vezes.

Considerando nameros formados com a unidade paheipma infinidade de suas casas

decimais, Weierstrass chamou qualquer agregads elgmentos e o namero (finito) de vezes

24 Here there would be a logical error, since thénitédn of the sumz a, would first be won by equating it with

the finished number b, necessarily defined befardhbbelieved that this logical error, first avedtiby Weierstrass,
was earlier committed quite generally, and wasmmticed because it belongs to those rare casehichweal errors
can cause no significant harm in calculations.[CANR 1883, apud DAUBEN, p.37, 1976]
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gue cada elemento ocorre nele sdo conhecidos, detarhinada) uantidade numéricd’
(numerical quantity — Zahlengrosse)

Um agregado consistindo de um namero finito de efgos era visto como igual a soma
de seus elementos, e dois agregados de um numém de elementos era visto como igual

guando as respectivas somas de seus elementos figsses.

Exemplo: 3,525 ={3 + 0,5 + 0,02 + 0,005} = {3 #4Q,+ 0,105}

Um numero racionat era ditoestar contidoem uma “quantidade numeérica’quando
fosse possivel separar deim agregado parcial iguaka

Exemplo: r = 3,14 = {3 + 0,1 + 0,04} est4 contielm a =x = {3 + 0,1 + 0,04 + 0,001 +
0,0005 + 0,00009 + ....}entdo res

Uma “quantidade numérica era dita ser ‘finita’ se fosse possivel desigmarnimero
racionalR tal que todo ndamero racional contido arfiosse menor do qur.

Exemplo:a = 0,3333 &R =4.

Duas “quantidades numéricag’e b eram ditas ‘iguais’, quando todo numero racional
contido ema estivesse contido elm e vice-versa. No exemplo anterior, consideranddzana
periodicaa = 0,3333..., temos a igualdage R

Quandoa e b ndoséo iguais, existe no minimo um numero racional €gta contido em
a, sem estar contido elmou vice-versa: no primeiro casa ¢ dito “maior” queb; no segundo
casoa é dito “menor”’ qué.

Weierstrass chamou a quantidade numéridafinida (i.e. idéntica com) pelo agregado
cujos elementos sédo aqueles que apareceman; cada um destes elementos, sendo tomado o
namero de vezes igual ao numero de vezes em que@le ema, aumentado pelo nimero de

vezes que ele ocorre dma “soma” dea e b. O “produto” dea e b foi definido como sendo a
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guantidade numérica formada pelos agregados clgogrtos sao obtidos formando de todas as
maneiras possiveis o produto de cada elementoedeada elemento de Do mesmo modo foi
definido o produto de qualquer namero finito dergigldes numeéricas.

Por exemplo: a=3,15={3+ 0,1+ 0,05} e b =277 + 0,7 + 0,05}

Soma={3+2+0,1+0,7+0,05+0,05}=5,9

Produto = {3+ 0,1 + 0,05} x {2 + 0,7 + 0,05})= {6 2,1 + 0,15 + 0,2 + 0,07 + 0,005 + 0,1
+ 0,035 + 0,0025} = 8,6625

A “soma” de umnumero infinito de quantidades numéricasb, ... foi entdo definida
sendo o agregade)(cujos elementos ocorrem em um (pelo menosy, de ...; cada um destes
elementos sendo tomados o0 numero de vezes (n) igual ao mideevezes que ele ocorre am
aumentado pelo niamero de vezes que ele ocorkge emassim por diante. Com o objetivo gs (
sejafinito e determinado, é necessario que cada um destesrtengue ocorre nele, ocorra um
namero finito de vezes, e € necessario e suficigmends possamos designar um nimero N tal
gue a soma de qualquer numero finito de quantidadbs.. seja menor que N.[JOURDAIN,

Philip. In:CANTOR, p. 18, 1915.(27) e (28) na li4t8]

Temos quezn:a. <N entao lim Zn:a. =iar =N
i=1 i=1 =1

n- oo -
I

Como podemos ver, no momento que se relaciona jardoncom o0 numero que se esta
definindo deve enfatizar-se como essencial que st@rse usa a soma de um namero sempre
finito de elementos racionais e que o numera Nefinir ndo é posto desde o principio como
igual a soma.

O Teorema de Bolzano-Weierstrass que diz que seuB €onjuntolimitado em E
(espaco métrico) contendo infinitos pontos, entder&® ao menos um ponto de acumulacdo em

E, nos garante a existéncia do limite da série.
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Pela teoria dos nameros reais de Weierstrass, \vass mumeros (quantidades numéricas)
eram agregados de numepweviamente definidos.

Ou seja, Weierstrass considerou os numeros imag@omo limite de séries de numeros

. ) . T < 1
racionais, assim, por exemplo, temos gue -n" )
por exemp Ge L0

A vantagem desta teoria é que a existéncia deebrpiode ser provada. Isto quer dizer que
através de uma construcado real podemos provar xjsi @m namero que € o limite de uma

certa série satisfazendo a condigcéo de “finitude"amnvergéncia”.

- , .

E importante observar que na sua teoria dos n@meracionais, Weierstrass néo faz
nenhuma associacdo dos numeros reais com pontesagao contrario de Cantor que enunciou

0 seguinte axioma:
A todo namero real corresponde um ponto da retddesste nimero por abscissa.

Cantor chamou esse enunciado de axioma, justifccgod, por sua natureza ele ndo pode
ser demonstrado, ja que nada nos garante que passatr irracionais que ndo estejam
representados na reta. Por outro lado, a recipistcag, que todo ponto da reta é representado
por um namero real, é verdadeira, bastando papapessar na distancia deste ponto a origem
(representada pelo numero zero), se ele estiveeidadda origem e o simétrico da distancia, se

este ponto estiver a esquerda.

Dedekind também fez esta associacdo entre 0os nsmeas e a reta real, por isso, esse

axioma ficou conhecido como Axioma Cantor-Dedekind.
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2.2.2 Defini¢cdo dos numeros irracionais segundo Cantor

No artigoExtensdo de um teorema sobre a teoria das séigsnwmeétricajCANTOR,
1871, (6) na lista 1.9]Cantor usou a idéia weierstrassiana de irracionaimo limites; a
diferenca € que Cantor usou sequéncias convergeotdsgar das séries. Ele define logo no
primeiro paragrafo os numeros reais da seguintesiraan

Usando os numeros racionais, que ele denominan&isfe como fundamento, Cantor
comeca definindseqiiéncias fundamentaigle nimeros racionais como sendo uma sequéncia
infinita

1) aa ... & ..
tal que, para todo racional positiuc> 0 tdo pequeno quanto se queira, existe um anieital
gue |a + m— &| <o para todo inteiro m, se n > N. Quando isto ésfato, dizemos que esta
sequéncia satisfaz o Critério de Cauchy.

Quando a sequéncia satisfaz o Critério de Caudisgreamos que os termos desta
sequéncia, a partir de um certo niumero N, vaorsamndo cada vez mais proximos um do outro
de modo que acabam determinando um ponto de actgéoula

Esta propriedade da seqiiéncia (1), Cantor expareeguinte maneira:

“A seqiéncia (1) tem um limite determinado

Estas palavras servem somente para enunciar Egtaepdade da seqiéncia, ndo tendo
outra inten¢cdo sendo a de exprimir que da mesmaafque nds ligamos a série (1) com um sinal
particular b, devemos também ligar diferentes sibab',b" a diversas séries da mesma espécie.

Seja uma segunda sequéncia:

(1) &,y
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tendo um limite determinado b’. Obtemos que as dag&éncia (1) e (1’) tem uma das trés
seguintes relacdes, que se excluem uma da outra:

1° a, —a, fica infinitamente pequeno a medida que n cresee,

2° a, —a, a partir de um certo n, fica sempre maior que graadeza positiva (raciona)

ou finalmente

3° a,—a, tem a partir de um certo n, a diferenga fica meme uma grandeza negativa

(racional)e.

No caso da primeira relacdo temos b = b’, no s#guwaso b > b’ e no terceiro caso
b<b.

Encontramos 0 mesmo resultado para uma sequécieofn um limiteb e tendo com
um numero raciona uma das trés relagdes seguintes:
1 a, —a fica infinitamente pequeno a medida que n crasee,
2" a, —a a partir de um certo n, fica sempre maior que graadeza positiva (racional)
ou finalmente
3° a, —a tem a partir de um certo n, a diferenca fica meneg uma grandeza negativa
(racional)e.

Para exprimir a existéncia dessas relagdes, wésvesnos respectivamente:

b=a b>a,b<a

Destas definicdes e das que seguem imediatames@iar que, b sendo o limite da

sequéncia (1), b — a fica infinitamente pequeno eida que n cresce o que justifica por

conseguinte de uma maneira precisa a designa¢diode da sequéncia (1)” para b.
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No6s designamos por sistema B o conjunto das grasdauméricas b. Segundo as
convencdes precedentes podemos estender as operedentares usadas com 0s nameros
racionais aos dois sistemas A e B reunidos.

Se @ e h, sdo sequéncias fundamentais temos gue la, também é uma seqiéncia

fundamental. Como Jam— a&| < % e |+ m— byl <% para todo inteiro m, se n > N, entéo,

@ +m=bhim) - @+m=—)[=[@+m—a) + CBhamt B[S @ +m—a] + [B+m—n[<a
para todo inteiro m, se n > N. Assim, como querammstrar, a+ b, € uma seqléncia
fundamental e define o niumero real a + b. O mesiweinio pode ser feito para a subtracéo,
multiplicacdo e divisdo, tomando o cuidado quecddiégrcia h ndo convirja para zero no caso da
diviséo.
Continuando com 0 mesmo raciocinio, 0 que acorigese pensassemos numa sequéncia
fundamental de nimeros reais? Serd que precisaremapsuma nova classe de numeros para

servir como limite dessas sequéncias? A respastgativa, e Cantor provou o seguinte teorema:

Se k € uma sequéncia de numeros reais tais quen¢r,,,-r,)= par@ umm
n- o

arbitrério, isto é, y € uma sequéncia fundamental de nimeros reaisp exidte um Unico

namero reaf, definido por uma sequéncia fundamentatle racionais, tal quemr, =r.

n- oo

Em outras palavras, Cantor foi capaz de mostramgueeros reais, eles mesmos, servem
como limites de seqiiéncias fundamentais de regisfisando que este novo sistema € fechado

nele proprio (self-enclosed).

Em 1872, Richard Dedekind publica um liviGontinuidade e numeros irracionais
[DEDEKIND, 1872], onde ele também faz uma analisedntinuo e expde a seguinte idéia, que

logo depois ficou mais clara com a obra de Cantor:
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7

A reta é infinitamente mais rica em pontos indigiduque o dominio dos numeros

racionais em numeros individuais.

O que muda é a distribuicdo desses pontos; em gmesgo de reta, por menor que seja,
h& infinitos pontos racionais, formando um conjutémso; no entanto, ainda sobram “buracos”
para alojar um namero ainda maior de niumeros ora&is. Com o0 objetivo que o dominio dos

nameros tivesse “a mesma continuidade que a retaiexessaria a criacdo de novos numeros.

Segundo Dauben [2005], esta observacdo apesapeatente com uma compreensao
correta do continuo, esconde uma grande fraquezalghém tivesse perguntado a Dedekind,
guanto mais rico em pontos era o continuo que @uotm infinito dos nameros racionais,
Dedekind teria ficado sem resposta. Esta pergumeeste foi respondida por Cantor, em 1874,
no artigoSobre uma propriedade do sistema de todos os négnadgebricos reai§(7) da lista
1.9]

Por outro lado, Dugac [p.40, 1976] acha que estad de Dedekind falar da “riqueza”
dos reais em relacdo aos racionais pode explicapate porque ele ndo ficou tdo surpreso
guando Cantor envia sua demonstracdo do teoremmaafio que as poténcias dos dois

conjuntos sao diferentes.

2.2.3 Definicdo dos numeros irracionais segundo Dedekind
Ao contrério de seus antecessores, Dedekind dasca€ia de que a continuidade da reta
fosse devida a sua densidade e procura uma casticeeprecisa para o continuo que sirva como

base para deducfes validas: Por comentarios indlegia respeito da conexao ininterrupta das
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menores partes [de L] obviamente nada se ganhabtema é indicar uma caracteristica precisa
da continuidade que possa servir como base pargdes validas®
Esta caracteristica ndo é densidade, nem conéx@eapacidade da reta numérica de se
partir (severability), que é consequéncia da retaoslenada e sucessiva, isto €, todo ponto sobre
a reta numeérica esta a direita de todos os pontegapresentam nimeros menores que ele e a
esquerda dos pontos que representam numeros mai@ede. Isto significa que, para qualquer
ponto particular, podemosortar (geschnitteh a reta numérica em duas partes, mutuamente
excludentes de conjuntos infinitos.
Para entendermos melhor a definicdo dada por Dedlgkira os numeros irracionais,
precisamos conhecer as seguintes definicbes [KAMKRED]:
» Decomposicdode um conjunto ordenado M é a representacdo destéorma
M = U + B, onde U é chamado de parte inicial e 8 garte restante; a operacdo de
adicdo é a unido de conjuntos disjuntos, ou sejaBkE ¢.
Tipos de decomposigéo:
e Salto € uma decomposicdo tal que U tem um udltimo elemen® tem um primeiro
elemento.
* Lacuna é uma decomposicdo onde U ndo tem ultimo elemerBonéo tem primeiro
elemento.
e Corte (schnitt) € uma decomposicdo onde U tem um Ultiemmento e B ndo tem um
primeiro elemento ou, o contrario, U ndo tem ultislemento e B tem um primeiro

elemento.

% By vague remarks upon the unbroken connectiorhénsmallest parts [of L] obviously nothing is gainéhe
problem is to indicate a precise characteristic adntinuity that can serve as the basis for valid
deductions.]WALLACE, p.207, 2003]
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Por exemplo: [0, 1] + [2, 3] € um salto.

[0, 1] +[1, 2[ ou [0, 1] + ]1, 2] s&o cortes.
10, 1] + 11, 2[ € uma lacuna.

Dedekind define os niumeros reais através de c@esortes racionais sao identificados
com 0s numeros racionais. Todos os demais cortée shamados de numeros irracionais. O
namero reab € o conjunto de todos os racionais p tais quelpRUDIN, 1971, p.3]

A definicho dos numeros irracionais através deespridada por Dedekind, ficou
conhecida comoortes de Dedekine é estudada até hoje nos cursos de Analise Real.

Ainda no livroContinuidade e nameros irracionaisa 85, Dedekind introduz sua teoria
dos conjuntos dos numeros reais de forma muito magdando uma definicdo axioméatica. Para
ele, R é um conjunto cujos elementos verificam as seggsiilgis:

. Sea>beb>c, entdo a> c. (Transitividade)
. SeaedlR, a#c, entdo existe uma infinidade de b entre a eengidlade)
lll. SealR, entdo podemos partir o conjunto (SisteRagm duas classes & A tais que,
qualquer que seja; dl A;, nés temos @< a e, qualquer que seja @ A, nos temos

& > a. Para 0 mesmo a, a = supfAinf(A,), pode-se ter sejalBA;, seja all A,

Diremos que esta particéo (Zerlegung) “sera gepada”*®
Fora estas propriedades, o conjunto dos nUmerds peEessui também gropriedade da
continuidade a saber, tem-se 0 seguinte teorema:

IV. Se partirmos o conjunt® em duas classes; A& A, de forma que, qualquer que seja

a; 0 A; e qualquer que seja a A;, nés temosa< g , entdo existe um Unico nUmeao

gue gera esta particdo.[DUGAC, p.45]

% sup(A)= supremo do conjuntoe inf(Ay)= infimo do conjunto A
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Esta propriedade 1V ficou conhecida com&sséncia da continuidade provocou uma
discusséo entre Cantor e Dedekind.

No final de 1876, depois de um intervalo de doissasem se corresponderem, parece que 0
ressentimento de Dedekind em relacdo a Cantor esewfFERREIROS, p.350, 1993] e ele Ihe
envia alguns trabalhos ja publicados, abrindo chmiassim para uma reconciliagdo. Cantor,
entdo, faz alguns comentarios sobre as propriedatiwyas aos niameros reais.

Vejamos o que Cantor escreve sobre estas propeedsd uma carta para Dedekind datada

de 17 de maio de 1877:

Agradecendo vivamente sua resposta, devo reconfaees pagina 25 de seu escrito sobre
0s numeros irracionais vocé enunciou, sob os nisnkrdl, Il e IV, propriedades que séo
completamente caracteristicas para o dominio destod nimeros reais, de tal modo ggahum
outro sistema de valores de nimeros reais possarta aquele 14, todas estas propriedades.

Contudo, permita, Ihe pego, fazer esta observag@mfase que vocé coloca em diversos
lugares do seu trabalhdjretamentesobre a propriedade IV, como constituindo a esaéda
continuidade, ndo pode dar lugar a equivocos, goepoderiam produzir-se, na minha opinido, a
respeito da sua teoria, ndo fosse este predomaio & IV (como constituindo a esséncia propria).
Em particular, vocé diz no prefacio que o axiomdidado por mim é inteiramente equivalente
aquele que vocé apresentou na § 3 como a essénciantinuidade. Mas vocé compreende para
esta mesma propriedade que, a pagina 25, é dadarsmiero |IV; ora, esta propriedade pertence
também ao sistema dos numeros inteiros, que podentanto ser considerado como um protétipo
da descontinuidade.

No interesse de um assunto que se tornou caro ataminém, peco-lhe, se tiver tempo,
examinar mais de perto minhas ressalvas.

P.S. Esclareco da maneira seguinte porque insiatécydarmente em IV: é nesta
propriedade que reside o que distingue o dominiepbeto dos nimeros do dominio dos nimeros
racionais; e, no entanto parece-me, pelas raztesatiima, que ndo pode atribuir a propriedade IV
0 nome empregado por vocé: “Esséncia da continafdécf. anexo)

E dificil acreditar que Cantor realmente tivessuala divida de que a propriedade 1V
fosse a que realmente definia a “esséncia da coddéide” desde que estivesse junta com as
outras trés propriedades. Considerando que Caribedekind estavam sem se corresponder ha
dois anos, podemos pensar que o principal motigtadearta seria uma tentativa de reiniciar a
relacdo entre eles criando alguma polémica sohssanto.

Cantor teve seu objetivo alcancado, pois, no éiguiste, Dedekind lhe envia uma

resposta dizendo que eles correm o risco de disoais sobre as palavras que sobre as coisas e
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volta a afirmar que “os dominios que possuem aprigadades | e Il sdo ditos continuos se eles
possuem também a propriedade 1V”. Logo depois, @amsponde a esta carta dizendo estar
inteiramente de acordo com Dedekind e reconhecgned®@ desacordo era superficial e aproveita
para pedir que ele avaliasse se um método de dé&magis usado por ele era aritmeticamente

rigoroso?’ Esta questdo sera objeto do capitulo 5.

2.3 RELACAO ENTRE AS SERIES TRIGONOMETRICAS E OS MNHEROS

TRANSFINITOS DE CANTOR

JosephFourier (1768 — 1830) afirmou em seu livro Teoria Anatditabo Calor Théorie
Analytique de la Chaleurpublicado em 1822, que uma funcdo qualquer pedeepresentada
por meio das séries trigopnométritasapesar disso ele ndo se preocupou em demonstrar a
convergéncia da série, pois para ele era suficigate em casos particulares, que a seérie

convergia para os valores da funcéo correspond@n&/AILLES, p.26, 1938]

est nulle. On obtient par-la I'équation suivante (p), qui
sert & développer une lonction guelcongue en une suite
formeée de sinus et de cosinus d'arcs multiples;

. ~+cos. &/ F x cos. x dx+-cos. a xS Fx cos. 22 dr ete.
.,,F;c=;fF.rdx (P)

—+ sim. .rfF.:\-:.ajn, xda 4 sin. 22 Fosin, 2 x d v 4-cle,

llustracéo 1: Fragmento do texto escrito por Fougerepublicado por Gaston Darboux, em 1890, ondgagina
256, Fourier afirma que a equacd) gerve para desenvolver uma fungéo qualquer emseaqi#éncia formada por
senos e €0Ssenos. Disponivel em http://visualiseidr/CadresFenetre?O=NUMM-
29061&I=286&M=chemindefer. Acessado em 24 de jande 2009.

Somente em 1829, Peteejeune-Dirichlet (1805 — 1859) deu as condi¢des necessarias
para que uma funcgéo, definida no intervalg fe], precisaria ter para admitir uma representagéo

por série de Fourier, naquele intervalo. Segunép & uma funcdo é continua em todos os

%" Esta carta se encontra na se¢&o 5.2.1.
% Essas séries ficaram conhecidas por Séries déeFeurstao definidas na secédo 2.1.
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pontos deste intervalo ou se é descontinua, emréernen namero finito de pontos e limitada,
entdo ela pode ser representada por meio de uneadséFourier. [NASCIMENTO JUNIOR,

p.17]

Considerando que uma fungdo qualquer podia ergdaepresentada por uma série
trigonomeétrica, Heine comeca a pesquisar em qudigi@s esta representacdo seria Unica e

enuncia o seguinte teorema quepoblicado, em 1870, no Jornal de Crelle:

Uma funcdo f(x), continua em ge¥al mas ndo necessariamente finita, pode ser
representadasomente de uma maneirgor uma série trigonométrica da forma:
1 - L - . :
an +Z [a,ser(nx) +b, cosix)], se a série e sujeita a condicdo de ser uniformement
n=1

convergente. As séries representam a funcao erh derar atén.

Como ja foi dito, Cantor era assistente de Heiree encorajou a prosseguir nas suas
pesquisas e estudar o seguinte problema: dadawngad arbitraria representada por duas seéries
trigonométricas, ambas convergindo para a mesng@uh) serdo elas iguais? Em que condi¢bes

esta representagdo é necessariamente unica?

Cantor inspirado na tese escrita por BerriRigann (1826 — 1866), com o titulSobre
as maneiras de representar uma funcdo por uma géigenométricd JRIEMANN, 1854],

responde a estas questdes tentando mostrar queremnge enunciado por Heine continuava

29 A expressdo ‘em geral’ refere-se a qualquer iafercontinuo com possiveis exce¢es em um nufivéto de
pontos. “E claro que n&o podemos esperar que @dérrourier da funcdo convirja para o valor dgdionem cada
ponto. Se considerarmos duas fun¢des que diferemaaem um conjunto finito de pontos, as integraésdefinem
os seus coeficientes de Fourier serdo iguais éamgor as duas funcdes terdo a mesma série deeFoIRUDIN,
p.197]

30 Apesar deste artigo ter sido escrito em 18%abilitationsschrify somente foi publicado postumamente, em 1867.
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verdadeiro para um numenafinito de pontos, onde as funcdes ndo sao continuagarwaito

[-m, [, desde que satisfagam certas condicdes.

Cantor pensou que se existisse apenas um numéoodapontos de acumulacao dentro
do intervalo considerado, onde a fungdo ndo eréiraan a unicidade do teorema poderia ser
preservada. Mesmo se este nimero de pontos de lagdmiosse em numero infinito, ainda
assim o teorema de Bolzano-Weiersttaggrantiria a existéncia de pelo menos um ponto de
acumulacdo. Cantor demonstrou, no artigo publieaddl871, que se este niumero de pontos de
acumulacdo fosse finito, o teorema continuaria ndde Este argumento pode se repetir um
numero finito de vezes, com niveis mais elevadosodelensacdo de condensacdo de pontos de

excecdo e o resultado continuaria valido.

O que Cantor estava buscando era uma condicdoqo@&as pontos de excecdo se
encontrassem de tal maneira que seus pontos delagdm estivessem espalhados de uma forma
discretaentre os nameros reais. Tentando solucionar esd#ema, Cantor fez um estudo de

como as grandezas numericas finitas ou infinitakepose comportar. [CANTOR, 1871]
A sequénciaP@, P®, p@ . pPY) . foi escrita por Cantor, inicialmente paréinito.

Ele enunciou o seguinte resultado:

Uma fungaadescontinud(x), que ndo é nula ou indeterminada sobresigtema de pontos P de
ésima espéciao intervalo [0, 2] detoda espécie, mas igual a 0 para todos os outros watlae
nao pode ser desenvolvida por uma série trigonacaétr

Este teorema inspirou Cantor em relaco a existéfecconjuntos para os quai¥) Rao
era vazio para qualquer numero finito Neste caso um infinito-ésimo (infinitieth) conjan
derivado P poderia existir e deste modo presumivelmente @possu préprio conjunto derivado

P**! e assim por diante. [GRATTAN-GUINNESS, p. 85, @p0
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A seguir, Cantor estendeu entdo a sua sequéncieomjentos derivados, nas suas
tentativas de obter conjuntos, cada vez mais gezaisque o0 teorema da unicidade das séries
trigonomeétricas fosse valido, e ndo como uma teatate generalizar o conjunto dos nameros

inteiros.

o

PO, pW P& pE) Pt PR PR PP L) LT

Cantor descobriu a sequéncia na tentativa de anaisestrutura de conjuntos complicados de
nameros reais, e ndo, como € as vezes dito, tangamkralizar os nimeros naturais. Isto ndo quer
dizer que ele ndo chegou a examinar a seqiiéncia aom generalizagdo dos nimeros naturais.
Ele fez. Mas a seqiiéncia resultou de tentativasodsiderar fung6es complicadas definidas nos
nameros reais (agueles com conjuntos de pontogeircais), ndo do estudo do infinito ou de
uma tentativa de generalizar os nimeros nattfrais.

Somente mais tarde esta teoria foi além das sumagjes em andlise, e através de um
estudo mais abstrato, foi possivel, utilizando iamgtica transfinita, examinar cardinalidade e

ordinalidade de conjuntos.

A principio, Cantor chamou esses indices sienbolos do infinitbcom o objetivo de
identificar e distinguir um conjunto derivado darou Somente mais tarde o novo simbeléoi
timidamente considerado, por alguns matematicoapagm nimero, com 0 mesmo status que 0s

nuameros finitos e colocado no lugar do ja conhegido

Este novo simbolo foi criado por Cantor, com o tjede enfatizar que o namero
ordinal transfinito € completo, isto é, traz derdeosi o conjunto por inteiro. O infinito potencial

representado pelo simbaloera inconveniente para 0s seus propositos.

31 Todo conjunto limitado de nimeros reais tem peémos um ponto de acumulac&o.

32 cantor discovered the sequence in attempting atyz@ the structure of complicated sets of real lnens, not, as
is sometimes said, by attempting to generalizentitaral numbers. That is not to say that he didcoote to view
the sequence as a generalization of the naturabergnHe did. But the sequence arose from attetoptensider
complicated functions on the real numbers (thogh womplicated sets of exceptional points), noifra study of
the infinite or an attempt to generalize the ndtawmbers.[LAVINE, p.41]
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E importante salientar que mesmo com o fortalegimelos conceitos envolvidos na
sistematizagdo dos numeros transfinitos, cardieamrdinais, alguns mateméaticos da escola
construtivista, se negavam a aceitar a definicaguadguer coisa que utilizasse o infinito na sua

construcgao.

A obra de Fourier fez com que muitos mateméaticosegassem a se preocupar mais com
funcbes que fossem mal comportadas e tivessenitagfidescontinuidades ou oscilagdes. Isso
gerou a criagdo de algumas funcfes muito interessajue sdo usadas até hoje, nas aulas de

calculo e anélise, como exemplos de funcdes “dites? das fun¢des habituais.

Para se ter uma idéia das fun¢cdes esdruxulas guecapam neste periodo, daremos um
exemplo de uma funcéo criada por Riemann que éalifaj integravel, mas descontinua em um

conjunto denso de numeros racionais.

Considere x, uma variavel real e denote por (xgliferenca entre x e o inteiro mais

préximo, ou zero se x estiver no meio entre ddeilios consecutivos.

Temos que (x) € uma funcdo de uma variavel, contotdisuidades nos pontos

1 . L . . . 11 .
X=n+ > onden é um inteiro (positivo, negativo ou zero) e eimalo _5;5 seu conjunto
imagem.

Além disso, {x), ondev é um inteiro, & descontinua nos ponts n + > ou seja, para
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Riemann definiu f(x) :Z(—w,? onde o fatorizfoi acrescentado para garantir a
v=1 v v

convergéncia para todos os valores de x, com eaa@a@gueles que tém a forma >ezp: ondep
n

€ impar ep e n sédo primos entre si. [JOURDAIN, Philip. In:CANTOR, 9, 1915.(27) e (28) na

lista 1.9]

e

1 1 1 s
Nestes pontos, f(x=f(x) - —|1+=+—+...|= f(X) -
pontos, 10y = 1(x) an[ Sl j 09~

o 1(,.1. 1 _ 7
f(x7) = f(x) + F(1+§+2_5+"'j' fO+ e

No entanto, o numero de descontingdads quaislf(x+)—f(x‘)|:‘§ >0

€ sempre finito, poidim ;2—2 = 0.[DAUBEN, p. 14, 1990]
n-»8n

Utilizando o resultado que uma funcéo descontinReegmann integravel se o conjunto de

seus pontos de descontinuidade formamguapo integravel [CAVAILLES, p.58,1938] temos

A (X)) . . . . , oo
como consequéncia que, f(x)E(—z) é Riemann integravel a despeito do numero infideo
v

v=1

descontinuidades em um conjunto denso.

2.4 DEMONSTRACAO DO TEOREMA DA UNICIDADE PARA AS 98ES

TRIGONOMETRICAS

Com o objetivo de demonstrar o teorema da unicid@&#mtor prova inicialmente o

seguinte teorema:
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Duas séries trigopnométricas:
%bo +> [a,ser(nx) +b, cosfix)] e %b(; + > [a,ser(nx) +b, cosfix)]

gue,para todos os valores de xconvergem e tem a mesma soma, tem 0S mesmosieokec

Cantor demonstrou que se a diferenca entre as sieidss acima é zero, isto €,
%(bO ~by) + > [(a, —a,)ser(nx) + (b, —b,)cos(X)] =0, implica que b,=b, , a,=a, e
b, =b,, logo as séries sdo iguais.

No artigo Extensdo de um teorema da teoria das séries trig@tacas [CANTOR,
1871,(6) da lista 1.9], Cantor faz a extensdd dorema de HeineO enunciado deste teorema

gue amplia o teorema de Heine é o seguinte:
TEOREMA: Se uma equagéao tem a forma:

(1) 0=G@G+CG+..+G+ ...

onde G = %do e G, = c,ser(nx)+d, cosfx) é satisfeita para todos os valores de x, com

excecdo dos pontos que correspondem aos pontan distema derivado deésima espécie no

intervalo [4t,[, em quev designa um namero inteiro tdo grande quanto Sieaqteremos:
do=0,c=d,=0.

Demonstracdo: Nesta demonstracdo, como se verdidesremos P ndo somente o sistema

dado dev-ésima espécie de pontos excepcionais no intefvalot[, mas o sistema produzido

sobre a reta infinita inteira pela repeticdo pedad
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Consideremos agora a fungao:
X
(2) F(¥)= Co5 G

Resulta da natureza do sistema R-@sima espécie que deve existir um intervaldg|
onde ndo se encontra nenhum ponto deste sistemaatquns os valores decompreendidos

neste intervalo teremos entdo, por causa da caivaeiegde nossa série (1), que:
lim(c,serf nx+ dcos( n¥)= Ce, por conseguinte, liey =0 e limd, =0

A funcéo F goza entdo das seguintes propried&1ESJANN, § 8, 1854]:
1°) Ela é continua para todos valores de x.

F(x+a)+F(x—-a)-2F(x) _
aa B

29 lim 0, se lima = 0, para todos os valores de x, exceto
agueles que correspondem aos pontos do sistema P.

F(x+a)+F(x-a)-2F(x) _
a

39 Temos:lim

0, se lima = 0, para todos os valores de x sem
excecao.

Mostraremos agora que F(x) = cx + c’. Para istosmeraremos primeiramente um
intervalo qualquer ]p, q[ onde exista somente umard finito de pontos do sistema P; sejam x

X1...., % €stes pontos escritos segundo sua ordem de grandeza

Podemos dizer que F(x) é linear no intervalo [ppqis F(x), por causa das propriedades
12 e 2, é funcéio linear dentro de cada um dos intenvabtisios na divisdo de ]p, q[ pelos pontos
Xo, X1...., %: com efeito, ndo existem pontos excepcionais em umenflestes intervalos, as
conclusdes aplicadas no artigo (ver Jornal de Bodtht. 72, p. 159) tem aqui toda sua forca.

Resta entdo demonstrar a identidade destas futigéases.
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Faremos isto para duas fungdes vizinhas e ashesenlos dentro dos intervalos,]xi| e

X1, Xo.
Sejaem ¥ x| , F(X) =kx +1 e em %, xo[ , F(X) =k'x + I'.

Por causa da primeira propriedade temos que) Kkx; + | , pois para valores

suficientemente pequenos @e
FOat+a) =K(xg+a) + I
F(xq —a) =k(x1 —a) +1

Temos assim, por causa da terceira propriedﬁume(.k K%, +|c;| +a(k=k)

=0, para
lima=0,s06 é possivel ge= k' el =1I'.
Em resumo, podemos enunciar o resultado seguinte:

(A) “Seja ]p, q[ um intervalo qualquer,onde exista somaim numero finito de pontos

do sistema P, F(x) serd linear neste intervalo.”

Consideramos a seguir um intervalo qualquer ]d,qye contém somente um numero

finito de pontos X,,X;,Xs,....,.x, do primeiro sistema derivado P’; dissemos inicaite que
dentro de cada intervalo parcial obtido na divi§aoq[ pelos pontosx,,X,,X;,....,X., por

exemplo em Ix,, x,[, a fung&o F(x) é linear.

Cada um destes intervalos parciais contém na verdad geral, um numero infinito de

pontos de P, de sorte que o resultado (A) ndo pedeaplicado imediatamente; mas cada

intervalo ]s, t[ compreendido dentro dos limites] dg, x,[ contém somente um ndmero finito de
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pontos de P ( porque de outro modo existiria agntee x,e X, outros pontos do sistema P’) e
por conseguinte a funcéo € linear em ]s, t[ posaale (A). Mas como podemos aproximar a

vontade os pontos extremos s e t dos pori@sx,, podemos concluir sem esforgo que a fungéo

continua F(x) é também linear enx,] x,[.

Depois de ter demonstrado para cadalosnintervalos parciais de ]p’,q’[, obtemos o

seguinte resultado pelo mesmo raciocinio que noduzou ao resultado (A):

(A) Seja Ip’, [ um intervalo qualquer que contésomente um nuamero finito de pontos do

sistema P’, F(x) € linear nesse intervalo.

A demonstracdo se obtém da mesnmaafoPois, uma vez estabelecido que F(x) é
funcdo linear em um intervalo qualquef,]Jd{, que contém somente um ntmero finito de pontos
do k-ésimo sistema“Rierivado de P, resulta como na passagem de (Ad (88, que F(x) é
também funcdo linear dentro de um intervalo qualdp&?, o[ que contém somente um

ndmero finito de pontos do (k+1)-ésimo sisterfiz.P

Concluimos assim, por um numero fimededucdes sucessivas, que F(x) é linear em
todo intervalo que contém somente um nimero fidégontos do sistemd.Mas o sistema P,
sendo des-ésima espécie, como supomos, um intervalo Japbijpceendido a vontade na reta,
conterd somente um ndmero finito de pontos ‘deFfX) é entdo linear em todo intervalo ]a,b[
escolhido a vontade e segue dai, como é facil werk{x) toma a forma: F(x) = cx + ¢’ para

todos os valores de x.

Tomando FX) =cx + ¢’ e reagrupando os termos de (2), temos que:
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Reescrevendo este resultado como:

2

(4) COXE—cx— c¢=>

(a,sennx pcos ny
n® '

como Z(ansen n>::2 beos ny tem um periodo dern? o lado esquerdo da equacao (4) tem que

ser também periddico e isto somente acontece sd@ c = 0. O que reduz a nossa equacao (4)
a
C C
(5) —c':q+72+ ....... +—+R,
uma equacao para qual, dado qualggierO, existe um numero inteinm tal que para todos os

valores den > m, |R Ké&, para todo valor d& Assim, por causa disso, a convergéncia é

uniforme, podemos empregar o resultado de Weissstsobre convergéncia uniforme e

multiplicar cada termo de (1) pa@osn (x— t Jdxe integrando deran concluir que
c,serf nx+ dcos( ny= G,

em consequéncia, que =0 e d, = 0. Assim estabelecendo que a representacdo do zeun@o
série trigonométrica convergente para todos ogesldex, sO € possivel se todos os coeficientes

da série (1) forem identicamente nulos. E o teoréananicidade de Cantor fica demonstrado.

Podemos enunciar este mesmo teorema da seguimiz: for

Dada uma funcéo f(x), definida em um intervalo 4Oz 2r], se as expansdes de Fourier S, S,
S”,... que tal funcdo admite neste intervalo, garalquer ponto x nele contido, convergem sempre

ao mesmo valor, exceto para um conjunto infinitqgpdetos X 1B, BLJAeB éde primeiro
tipo e de n-espécie, entdo tais expansfes tém smaosecoeficientes. [NASCIMENTO JUNIOR,
p. 20]

Nesta época Cantor ainda néo tinha percebido &egia de infinitos diferentes. Foi a
partir dai que ele, na tentativa de caracterizatopguntos enumeraveis e continuos, conjeturou

gue o segundo poderia ser “maior”.
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Depois de seu sucesso em aplicar conjuntos de ipuirtipo para o teorema da unicidade da
representacdo das séries trigonométricas, Camntou fintrigado pelas razfes que levavam a
validade dos resultados. A prova continuava validaia conjuntos infinitos contaveis que
anteriormente tinham sido abandonados e que tirdspontos de excecgdo distribuidos de uma
maneira cuidadosamente especifica. Contudo, tamopopoderiam ocorrer numa quantidade
infinita de vezes, e este fato originou uma questécsua mente, que diz respeito a relagéo entre
conjuntos infinitos, como os nimeros naturais, /UG0S continuos como os reds.

Apesar de sabermos que entre dois nUmeros racegralsre se pode obter outro racional
bastando para isso pegar a média aritmética eletse @ conjunto dos numeros racionais nao é
continuo, isto é, apresenta buracos e Cantor gm¢é&igpu que somente um infinito maior poderia
cobrir estas falhas. Devemos lembrar que Dedeldnthpa vislumbrado esta possibilidade no
seu livro escrito em 1872, quando escreve que @ucttndos numeros reaisrgais rico em

pontos que o conjunto dos nimeros racionais, neasael levou a idéia adiante.

Comeca entdo uma briga que Cantor ia ter quergafrpara mostrar que, ao contrario do

gue a maioria dos matematicos pensava, poderiastirerfinitos diferentes.

Para se ter uma idéia das dificuldades que Céariarpara convencer os matematicos de
sua época que sua teoria estava certa, podemo® daéito ocorrido com Weierstrass, em um
curso de veréo, realizado em 1874. Depois de jaemam o resultado obtido por Cantor, que o
conjunto dos numeros reais era ndo-enumeravellizls seguintes palavras: “Duas magnitudes
infinitamente grandes ndo sao comparaveis, elasmpatmpre ser consideradas como iguais”.

[FERREIROS, p.360, 1993]

33 After his success in applying first species setthe uniqueness theorem for trigopnometric seggsesentations,
Cantor must have been intrigued by the reasonshtowalidity of the result. The proof had permittealintably
infinite sets for which representation was given wjith the points of exception being distributedancarefully
specified way. Nevertheless, such points could ootinitely many times, and this fact must havesea an allied
guestion in his mind concerning the relation betwidinite sets like the natural numbers, and cunis sets like
the reals. [DAUBEN, p.49, 1990]
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3 NUMEROS TRANSFINITOS

Este capitulo tem como objetivo familiarizar o deitcom a teoria dos numeros
transfinitos e para isso comecaremos com um besteno do conceito de infinito.

A principio, abordaremos como o infinito era pemsdd ponto de vista filosoéfico, e que,
com Cantor, se fundiu & matematica de tal modo qiegalmente, os filésofos estudam
matematica e os matematicos estudam filosofia cobjetivo de desvendar os seus mistérios.

A segquir, enfatizaremos 0 que sdo 0s numeros in#osf propriamente ditos e suas

propriedades.

3.1 DEFINICAO DE INFINITO

Quando se estudam os fundamentos da matematicay@eensao do infinito é de vital
importancia. Apesar de a grande maioria dos mateosaentre eles Kronecker, serem finitistas,
a partir do final do século XIX, surgiram aquelage cacreditavam no infinito. Ndo aquele
infinito potencial, aristotélico, mas um infinito verdadeiro, queséxiem sua totalidade, sem
necessidade da no¢do da passagem do tempo. Hsi®,inbmbém chamadmfinito efetivo,

simplesmente existe e ndo ha duvidas de que senstefmaior foi Georg Cantor.

No Grundlagen[(18) da lista 1.9], se¢édo 5, Cantor escreve aoliségy ... afirmo que, se
ndo fosse ela mesma [a natureza humana] em msgpestas infinita, a sélida fé e certeza no ser
absoluto, que sabemos estar todos unidos, sexplicevel.

Como poderiamos acreditar num Deus absoluto, coderps ilimitados, onisciente e

onipresente, se nosso entendimento fosse resfatosafinitos?

O infinito matematico comecou a ser estudado pglegos, no Papiro de Rhind, em 1650

a.C., mas os matematicos antigos, hindus, chinesdéslpnios e egipcios estudavam somente
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problemas praticos do dia-a-dia. A transicdo ddéiqgara o intelectual, onde o conhecimento é

0 motivo principal sé ocorreu por volta do séculaa\C.

Partiremos dé\ristoteles (384 - 322 a.C.) que interpreta o infinito, comdeaterminado,
assumindo um carater negativo, significando o i pode ser percorrido ou 0 que se pode
percorrer, mas nao de todo, isto é, o infinito poi@. Aristételes ndo aceitava a idéia de um
infinito real positivo, ou seja, completo. Para, ed@o infinitos o tempo, o continuo, aquilo de
onde provém todos os seres, as grandezas matesndfioasciente das dificuldades desse
conceito, afirma que tanto os que o admitem comquaso rejeitam se véem envolvidos numa
série inextricavel de absurdos e de impossibilidades Paradoxos de Zer§ogue datam de

meados do século V a.C., sdo um exemplo disto.

O infinito tem, para Aristételes, razéo de partéie de todo, pois a matéria, por exemplo,
€ parte do todo (como o bronze é parte da estiica). deste modo, no &mbito da causa material
e € compreendido como indefinido e indeterminadistdteles ndo usou o termo infinito para
designar a suprema perfeicdo, a positividade dgato. A negatividade e indeterminacéo do
conceito impediam-no de conciliar a perfeicdo adoeat plenitude de vida com o conceito grego
de apeiron TEIpoV); aquele que ndo tem principio nem fim é como guente originaria
indiferenciada de que tudo nasce. E o principitemento primordial, incorruptivel e, por isso,

divino.

Para Aristoteles, ser infinito era uma “privacé@ mma perfeicao”.

Aristoteles foi o primeiro a pontuar dois sentidiferentes para o infinito: o sentido forte
ou quantitativo, significando literalmente tamanboamprimento ou duracao infinita e o sentido

fraco, compreendendo a divisibilidade infinita ae comprimento finito.
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No livro Phisics VI,temos o seguinte texto: Existem dois sentidos eenaqumprimento e
tempo, e geralmente qualquer coisa continua, smathas “infinitas”: elas sdo chamadas assim
em respeito a sua divisibilidade ou em respeitsuas extremidades [tamantid].

ParaDescartes(1596 — 1650), s0 Deus é verdadeiramente infiditoevolugao filoséfica
gue coloca o homem como pensamento e liberdadegmioo da Filosofia, concebe o infinito
como perfeicdo e poténcia intensas. O racionalismardenando a ordem logica e a ordem real,

sucumbe a tentacéo de derivar logicamente o fildtmfinito.

O Deus cartesiano € infinito, imutavel, independgnnisciente, criador e conservador. E
Deus que garante a objetividade do mundo; existeluminterior dada por Ele, que da confianca

e certeza, pois € impossivel que Deus seja mentarenganador.

Nossa consciéncia de Deus, do infinito, essa peécegue o homem pode ter da divindade

e da perfeicdo é como “a marca do artista em ste.ob

Quase 2000 anos depois de Aristételes, Carl Fidd&auss(1777 —1855) expressou o

mesmo ponto de vista dele, numa carta a seu anggwith Schumacher, datada de 1831:

Eu tenho que protestar de novo, veementemente, ggelouso de infinito como alguma coisa
completa; isto ndo é permitido na matematica. @itofé uma maneira de falar, significando um
limite, no qual certas razbes podem ficar tdo pegsiequanto desejadas, enquanto a outras €&
permitido crescer indefinidamente.

Nesta carta Gauss faz mencéo também ao infinitampgueno: uma grandeza pode ser
subdividida indefinidamente. Essa noc¢éo esté m@ada ao conceito de continuidade do espaco.
Por exemplo, um segmento de reta pode ser suldiivah meio, cada metade subdividida ao

meio e cada parte subdividida novamente ao massin indefinidamente. Portanto, é bastante

34 Ver apéndice D.

%For there are two senses in which length and tintegenerally anything continuous are called “inéifti they are
called so either in respect of divisibility or iespect of their extremities [= size]. [apud, WALLE(.63, 2003]
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razoavel e geometricamente intuitiva essa idéiasdedivisdo indefinida, produzindo um

processo infinito. Neste caso temos um exempiaofdeéto potencial.

O padre tcheco, Bernhablzano (1781 — 1848), até tentou no seu livro, editada pe
primeira vez em 183M®aradoxos do InfinitdBOLZANO, 1950], introduzir uma nova visdo do
infinito, mas, como aconteceu em varias outrasiGeasom outras teorias matematicas, parece
gue o mundo ainda ndo estava maduro o suficieméegpdender este conceito que traz, dentro de
si, idéias tdo paradoxais como “a parte pode s& @p todo”, contrariando as idéias aristotélicas
gue reinavam até entdo. Quase 50 anos depois dar®olCantor ainda teve de brigar muito para

ver suas idéias reconhecidas pelos mateméaticasadépsca.

Para ilustrar como as idéias de Bolzano eram sigsilaas de Cantor e Dedekind,
resumimos abaixo parte de sua obra.

Bolzano afirma que a maioria das declaracfes pzagigue aparecem no dominio da
matematica sdo proposi¢coes que contém a idéiafiddarou que precisam dela para sua prova.
Por isso, logo na 8 2 ele tenta tornar precisdéia ique o termo “infinito* denota.

Para ele as palavrésito e infinito se opde pela juncédo do prefixg indicando negacéao;
além disso, Bolzano acrescenta que a idéia doitmfiem da idéia do finito pela jungcédo de
novos elementos, o que para ele é uma razdo pgitarea aplicacdo destas idéias para
conjuntos, que devem ser vistos camadadese ndo como um aglomerado de objetos distintos.

Bolzano propde uma investigacao rigorosa das citémgias que nos levam a dizer se um
conjunto é finito ou infinito e que nos dara infagdes sobre a natureza do infinito como tal.

Na secao 13, ele da como exemplo de conjunto fafmiseguinte: fixando nossa atencéo
sobre qualquer verdade escolhida aleatoriamenteeevgmos chamar de proposicdo A, nés

podemos enunciar uma outra verdade, que vamos clienpaoposicéo B, que diz que a primeira
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proposicao € verdadeira; assim a proposicao Begedife de A, e de B, tiramos uma proposi¢cao
C, que diz que a proposicéo B é verdadeira e gssindiante. Esta seqUéncia de proposicdes é
entdo semelhante a sequéncia de numeros, ou ssgyi uma multiplicidade maior que todo
numero, logo é infinita. Por exemplo:

Proposicédo A — A neve é branca.

Proposicédo B — A proposicao “A neve € branca” €ladeira.

Proposicédo C — A proposicéo “A proposicao “A neuwanca” € verdadeira”, € verdadeira,
e assim sucessivamente.

O agregado de todas estas proposi¢cdes, cada umcgonalda a sua antecessora, tendo a
ultima como seu proprio tema, e a veracidade daleocsua propria afirmacédo, consiste em um
conjunto de elementos que é maior que qualquenctmfinito particula®. Constatamos entdo
gue as proposicoes A, B, C etc sao sempre diferernten numero infinito.

Neste mesmo livro, na “Introducédo histérica” fgitar Donald A. Steele, ele mostra que
Bolzano antecipou as idéias que Dedekind e Cairianva ter e mostra que € comum conjuntos
infinitos estarem em correspondéncia biunivoca sobtonjuntos proprios.

Steele chama deolomerismdp.25], a definicdo dada por Bolzano, quando unjwto S
de entidades contém um subconjunto progrial que, por meio de uma relacdo fixa, cada
membro deS corresponde a exatamente unmsag por meio da relacéo inversa, cada membro de
s corresponde a exatamente um $leEle deixa claro que, apesar do holomerismo ocorre

somente entre dois conjuntos infinitos, Bolzano te&e a intencéo de estabelecer um critério de

equinumerosidade.

% The aggregate of all these propositions, everyasivehich is related to its predecessor by havirglgiter for its
own subject, and the latter’s truth for its ownexien, comprises a set of members which is greidu@n any
particular finite set.[BOLZANO, p. 85, 1850]
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Bolzano cita trés exemplos de holomerismo:

i. Scompreende todos os naturasequadrado entre eles, dada pela relacdo? = x

ii. scompreende 0s numeros reais 0 < x <$H0s numeros reais 0 <y < 12 dada pela
relacdo 12x = 5y.

iii. S compreende todos os pontos de um corpo humasdp@os os pontos de um
certo dedo; a correspondéncia sendo efetuada parttansformacdo geométrica
conveniente.

Apesar de sua obra matematica ter sido injustametg@sconsiderada por seus
contemporaneos, Bolzano chegou mais proximo déssidida matematica atual do que Cauchy e
Gauss, que insistiam que ndo poderia existir umiiafcompleto na matemaética; acreditavam
gue o infinitamente grande ou pequeno indicava apenpotencialidade de Aristoteles, uma
incompletude do processo em questao.

Ele analisa com profundidade o uso da conjuncaoe‘@bs da trés exemplos:

- O Sol, a Terra e a Lua interagem uns com 0s outros.
- Arosa e a concepcao da rosa séo entidades inegitardistintas.
- Os nomes Sacrates e filho de Sophroniscus designaare mesma pessoa.

Podemos dizer que o sujeito destas sentencas agregado de objetos bem-definidos, ou
uma composicdo completa de membros bem definldmk objeto arbitrario A pode ser unido
com outros objetos arbitrarios B, C, D,...para farmmm agregado. A, B, C, D...representam cada
um, objetos distintos e podemos afirmar que, erhun@a das proposicoes, A € idéntico a B, A é
idéntico a C, B € idéntico a C podem ser verdadgeiPais se A fosse idéntico a B, seria um
absurdo falar em um agregado composto de A e B.

Existem agregados que contém os mesmos membrasguease apresentam de formas

diferentes, como por exemplo, um copo inteiro ecopo quebrado. O que muda € seu modo de
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combinacédo Art der Verbindun) ou seu arranjoAnordnung. Neste paragrafo parece estar a
origem dos tipos ordenados de Cantor, que resaaiaportancia da disposicdo com que 0S
elementos estédo organizados.

Os agregados em que a arrumacéo (permutacaoysiensenbros, ndo produz nenhuma
mudanca essencial, serdo chamados de conjifedagg, e o agregado cujos membros séo
considerados como particulardsinheiter) de uma dada espécie A é chamado de “multitude”
(Vielheid de A.

O estudo rigoroso de séries, convergentes e dinggg, veio acabar com paradoxos do

tipo citado abaixo, onde a comutatividade, ou a@asvidade deixam de valer:

A série: 1—l+}——1+—1——1+....—6—17+....: Inz. Se multiplicarmos os 2 lados da
2 3 4 5 6 n
~ 1 1 11 1 - -
equacao por vz, obtemosé.—z+g—§+ ...... :Elnz. Adicionando os termos das duas séries

verticalmente, vemos que algumas parcelas se eancehquanto outras se somam e obtemos o
seguinte resultado:

1
11

3

1 L
—€+....:§In2 . Mas esta é a série inicial com os termos

1 1,1,1 1 1
1+=—-—+=+=-—+=+
3 2 5 7 49

3
rearrumados. Logo, podemos concluir due E

Foi este tipo de problema que Bolzano quis resajuando se considera cada termo da
série como objetos particulares, ou quando se @ewssia Série como um todo (séries
convergentes).

Ainda no Grundlagen[(18) da lista 1.9], 87, Cantor faz comentariobreoa obra de

Bolzano:

Bolzano é possivelmente o Unico para quem os nignefinitos préprios sao legitimos, ou quando
menos o Unico que os discute com amplitude: cont@doestou absolutamente de acordo com seu
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modo de trata-los, que ndo lhe permite dar umanigéfh correta, e, por exemplo, considero
inconsistentes e equivocados os paragrafos 29 de38u livro. Para chegar a uma verdadeira
conceituacdo dos ndmeros infinitos determinaddarfabho autor seja o conceito pi@éncia,seja
uma nocdo precisa denumeracdoE verdade que em algumas passagens podemos rancont
escondidos sob a forma de casos particulares, be@ s de um ou de outro, mas, a meu ver, 0
autor ndo os leva a uma plena clareza e deternipagdassim como se explicam muitas
incongruéncias (e inclusive alguns erros) em sua, gor outro lado valiosa.

A definicdo de Dedekind para conjuntos tinha psrem comum com a definicdo dada
por Bolzano. Ele comeca definindo uma coisa (Doapo “todo objeto (Gegenstand) de nosso
pensamento”. E o denomi@ae escreve qua = b se “tudo que podemos pensaradegodemos
pensar dd” e reciprocamente. Se as diferentes co&sds c,... S0 consideradas juntas sob um
mesmo ponto de vista, entdo diremos que eles foramarmonjuntcS e chamaremos, b, c,... 0s

elementos d&. [DEDEKIND, 1888, apud: DUGAC, p. 82, 1976]

3.2 DEFINICAO DOS NUMEROS ORDINAIS E CARDINAIBRANSFINITOS
distingcdo entre ordinais e cardinais transfinitegdéia € analoga aos ordinais e cardinais finitos,
apesar de, neste caso, vermos, mais adiante, spedsas definicdes se confundem.

Segundo a teoria cantoriana, os numeros ordinaisdgdtificados com conjuntos onde
nao se leva em consideracdo a natureza de seusnébsmmas se pressupde uma ordem
predeterminada deles, enquanto que o conceito oeenodcardinal é obtido de um conjunto
qualquer, quando, além da natureza de seus elesneatabstrai também a sua ordem. E por esse
motivo que a Teoria dos Conjuntos e a Teoria donétds acabam se misturando. Mais tarde,
na 83.2.8, essa identificagéo entre conjuntos eenusrficara bastante explicita.

Ao sistema formado por todos os numeros ordinatardinais, Cantor chamou de
(bmega, ultima letra do alfabeto grego) re (tav, ultima letra do alfabeto hebreu),

respectivamente.
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3.2.1Definicdes de conjuntd’, segundo Cantor

Na obra de Cantor, a definicdo de conjunto foi selifitando com o passar dos anos.
Ele, porém, nunca usou axiomas (Teoria Axiomatioe Gonjuntos) para caracterizar a Teoria
dos Conjuntos, ao contrario de Zermelo que namided que € um conjunto, mas sim suas
propriedades, por meio de axiomas.

- Por conjunto eu entendo, em geral, toda quareidae pode ser pensada couno, isto
€, qualquer dominio de elementos definidos quenmo de uma lei, podem ser limitados em um
todo.[(18) da lista 1.9]

- Devemos pensar 0 conjunto como uma coisa enmdgpendente da natureza de seus
elementos e da ordem eventual na qual se apresesgiasnelementos.[(24) da lista 1.9, apud
CHARRAUD, p.128]

- Por um conjunto (agregado) entendemos qualquiec@&m completa M de objetos
definidos e separados de nossa intuicdo ou nosssapento. Esses objetos sdo chamados
elementos de M. [(27) da lista 1.9]

Finalmente, em 28 de julho de 1899, numa cartapadekind ele escreve o seguinte:

- Se, ..., a totalidade dos elementos de uma rhcilipde pode ser pensada “existindo
simultaneamente”, de tal modo que seja possivedgremela como “um s6 objeto”, eu a nomeio
umamultiplicidade consistenteu um “conjunto®.

Nesta mesma carta, Cantor definiunadtiplicidades inconsistente®mo aquela em que,
ao contrario das multiplicidades consistentes, iaté&ncia simultanea dedos seus elementos
conduz a uma contradi¢do, de tal modo que é impalssinceber esta multiplicidade como uma

unidade, como um “objeto acabado”, e por isso méle ger considerada como um conjunto.

%" Em alemao, Cantor usou o termo MENGE (quantidadegymbém INBEGRIFF derivada da palavra BEGRIFF
(conceito), o conjunto € visto como um sistemalgetos que obedecem a um conceito ou propriedade.

#gj, ..., la totalité des éléments d’'une multipgdeut &tre pensée comme « existant simultanémelet telle sorte
gu’il soit possible de la concevoir comme « umlsgbjet », je la nomme unmultiplicité consistanteou un

« ensemble ».[CAVAILLES, p. 238, 1962]
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3.2.2 Concepcao de conjunto de objetdsem definidossegundo Cantor
Em um de seus artig@obre os conjuntos infinitos e lineares de poftb8) da lista 1.9],
Cantor define um sistema bem definido quando deunseatos, seguindo os principios légicos do

terceiro excluido, podem ser considerados detedug)ale tal forma que:

1) Um objeto qualquer pertencente a este sistendptsido escolhido, pode ser olhado
como _intrinsecamenteleterminado iftern bestimn)t se ele pertencer ou ndo ao sistema em
guestdao.

2) Dados dois objetos pertencentes ao conjuntogrmod olhar coma intrinsecamente
determinados se eles séo iguais ou ndo, malgragdifeasncas que podem se apresentar na maneira
como eles s&o apresentados.

Um exemplo que podemos citar € 0 que se refere agurdo dos numeros
transcendentes. N6s podemos desconhecer se unmdla@oo pertence ou ndo a este conjunto,
mas este fato ja esta intrinsecamente determin@dtro exemplo interessante se refere aos
nameros primos, pois dado um numero impar muitodgraualquer, ndo € imediato determinar

se ele € um namero primo ou nao.

3.2.3 Axiomas de Zermelo para a Teoria dos Conjuntos

Em 1904, ErnstZermelo (1871-1956) foi o primeiro a usar Axioma da Escolha
explicitamente, com o objetivo de demonstrar o @ew@ da Boa-Ordenacéo. Ele apresenta em
um artigo naMathematish Annalen 59ima teoria de conjuntos totalmente abstrata @ @u
conceito de conjunto ndo é definido; ele ndo digue s&o conjuntos, mas como eles sao

manipulados matematicamente. Neste mesmo periddigmero 65, num artigo intitulado

39 Je dis qu’un ensemble d’élements appartenant aphire abstraite quelconque, l@sn définiquand, par suite du
principe logique du troisieme exclu, on peu le adder déterminé de telle facon qu® un objet quelconque
appartenant a cette sphere abstraite étant cHami,puisse regarder commiatrinséquementdéterminé s'il
appartient ou non su systéme en question et {jdex objects appartenant a 'ensemble étant dohme puisse
regarder commantrinséquementéterminé s’ils sont égaux ou non, malgré le®diffices qui peuvent se présenter
dans la maniére dont ils sont donnés. [CANT®@&a Math 2, p. 363, 1882]



81

Pesquisas sobre os fundamentos da teoria dos dmsffirizermelo observa como a teoria criada

por Cantor e Dedekind se reduz a algumas definigdes sete “principios” ou “axiomas”

aparentemente independentes uns dos outros.[DUGAIB]

Para isso, ele criou 0 seguinte sistema axiom@idra a teoria dos conjuntos que mais

tarde ficou conhecido como ZF (ZERMELO-FRAENKE):

1.

Axioma da Determinacao Se para 0s conjuntos Se T[IST e T S, entéo

S =T, isto é, conjuntos que contém os mesmos nENHao iguais.

Axioma dos Pares Para quaisquer dois elementosb, existe o conjunto {a,

b} que os contém e nada além.

Axioma da Separagdo Sempre que uma funcdo proposiciat{®) é definida

para todos os elementos de um conjunto M, M possuisubconjunto M

contendo como elementos precisamente aqueles dsmerde M para os
quaise(x) € verdade.

Axioma do Conjunto-Poténcia Todo conjunto T tem um conjunto poténcia,

gue é o conjunto que contém exatamente 0s subc¢osjda T.

Axioma da Unido Todo conjunto T tem um conjunto unido, que é muwuo
gue contém exatamente para membros os membros de T.

Dos axiomas anteriores define-seamjunto-vazio como aquele que ndo contém

nenhum membro e demonstra-se que s6 existe exdatmenconjunto deste tipo que

denotaremos por @.

Axioma da Infinidade. Existe no minimo um conjunto Z com as seguintes

propriedades:

“0 Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenl&ht808.
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()@ Udz
(i) sex U Z, também £} [L1Z
E finalmente:

7. Axioma da Escolha Se T € um conjunto de conjuntos ndo-vazios, aaleis
disjuntos, entdo existe um subconjunto da unia® dee tem exatamente um
membro em comum com cada membro de T.

Outra versao para este axioma é: Para todo confueiiste uma funcédo f que associa a
cada subconjunto ndo-vazio A de S um unico menijode A.

Intuitivamente podemos dizer que um elemento éolbgin” de cada subconjunto A de
S. Se o conjunto S é finito 0 axioma é trivial. MasS for infinito ndo podemos dizer o mesmo.

Precisamos de uma regra para especificar um eleneemtcada subconjunto A de S. O
Axioma garante a existéncia fian¢do escolhd mesmo quando esta regra ndo existe, por isso,
mesmo parecendo auto-evidente para Cantor, o Axiataa Escolha foi combatido
fervorosamente por matematicos importantes comdeEairel (1871-1856), HenriLebesgue
(1875 — 1941), BertranBlussell(1872 — 1970) e EdwiWilson (1879 — 1964¥ por causa de seu
carater ndo construtivo.

Todo raciocinio em que se supde que uma escolftedaidbpode ser feita um ndmero infinito nao-
enumeravel de vezes... [estd] fora do dominio demica.[BOREL, 1905, apud MOORE, p.85]

“1 Abraham Fraenkel, matematico alemao, aperfeicosistema axiomatico feito por Zermelo com o objetile
evitar os paradoxos na Teoria dos Conjuntos. Alésodfoi o primeiro a publicar uma biografia de ©an
[FRAENKEL, 1930]

*?Borel, matematico francés, que mesmo sendo contra omfida Escolha o utilizou para demonstrar Gado
conjunto infinito A possui um subconjunto infirgloumerave] BOREL, 1898]

Lebesgue matemético francés, formulou a teoria da medigal®01 e generalizou o conceito ui¢egral de
Riemannpara fun¢fes descontinuas, que ficou conhecida odegral de Lebesgue

Russell matematico e logico galés, criador da teoriatgms. Para mais detalhes ver § 4.2.

Wilson, matematico e légico americano, era professor matitlito de Tecnologia de Massachussetts, em
1908.[MOORE, p. 175]
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Moore escreve que é uma ironia histdrica que anmaaios matematicos que se opuseram
ao Axioma da Escolha o tivessem utilizado implimiéemte em suas pesquisas. Ainda, segundo
ele, isto ocorreu principalmente entre os matemstique estavam perseguindo a teoria
cantoriana. [MOORE, p. 64]

Quando acrescentamos este Ultimo axioma ao sisf€éinaste passa a se chamar ZFC,
isto é, Zermelo-Fraenkel, mais o Axioma da Escaom of Choice).

Nas duas demonstracdes que Cantor fez para mgsgan conjunto dos nameros reais
ndo era enumeravel, ele, sem perceber, utilizatmde poder fazer infinitas escolhas. Para ele
parecia Obvia esta possibilidade e por isso simpeage o0 aplicava sem se preocupar com a sua
prova.

Além de Cantor, varios matematicos usavam o Axidm&scolha inconscientemente em
varios ramos da matematica como, por exemplo, m@atelos nimeros algébricos, na analise
real, na topologia do conjunto de pontos e nadet®iconjuntos.

Presume-se que a primeira alusdo a este princigigjaecontida em um artigo de
Giuseppe Peano, de 1890, sobre uma prova de ei&stPara um sistema de equaches

diferenciais ordinarias, onde ele escreve:

Entretanto, desde que ndo se possa aplicar irdfiniézes uma lei arbitraria a qual fazemos
corresponder (“on fait correspondre”) a uma clasaandividuo dessa classe, temos formado aqui
uma lei definida a qual, sob suposi¢Ges aproprjaataibuimos a cada classe de um determinado
sistema um individuo dessa classe.

Mais comme on ne peut p;a appliquer une infinité de fois ume loi
arbitraire avec laquelle & une classe @ on fait correspondre un individu
de cetté classe, on & formé ici une loi déferminée avec laquelle &
chaque clagse o, sous des hypoth2ses convenables, on fait correspondre
un individu de cette classe:

llustragéo 2: Trecho do texto citado, intituladonmstracdo da integrabilidade das equagbes difarsrmedinarias.
[PEANO, p.210, 1890]
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Em 1902, o matematico italiano Beppevi (1875 — 1961), no artigo cujo titulo é A
respeito da teoria dos agregadbgofno alla teoria degli aggegati lidando com a afirmacgéao
gue a unido de um conjuntale conjuntos ndo-vazios tem um cardinal maiogaaliao cardinal
det, observou que sua prova dependia da possibilidadelecionar um Unico elemento em cada
elemento d¢, que nada mais é que o Axioma da Escolha.

Para mais detalhes sobre o Axioma da Escolha,apéndice A.

3.2.4 Definicdo depoténciade um conjunto

O gebmetra suico, Jakdkteiner (1796-1863), foi quem inspirou Cantor quando este,
alguns anos mais tarde definiu o conceito de “m#énEsta expressao foi usada por Steiner
para dizer que duas figuras geométricas sao tinaa@sda outra por coordenacdo projetiva, de

modo que a cada elemento de uma figura, correspondasomente um elemento da outra.

Eu tomei emprestada a palaysaténciade J. Steiner que a empregou em um sentido todo
especial, entretanto proximo para exprimir que dfiggras estdo coordenadas uma a outra
projetivamente de tal modo que, para todo eleméatoma figura, corresponda um e somente um
elemento da outr&.

Cantor definiu dois conjuntos como sendquipotentes quando existe uma funcéo
biunivoca entre eles. Quando isto ocorre dizemas @pl dois conjuntos possuem a mesma
poténcia.

Para conjuntos finitos, a nocdo de poténcia (Mgkhif) corresponde a de numero
ordinal (Anzahl) que é equivalente ao conceito @waero cardinal (Zahal).

Dois conjuntos finitos tém a mesma poténcia sameste se 0 numero de seus elementos

€ 0 mesmo. Um subconjunto préprio de um conjumitofisempre tem um namero ordinal menor

*3 Jai emprunté le mot_puissanée J. Steiner qui 'emploie dans un sens tout spécependant voisin pour
exprimer que deux figures sont coordonnés I'un@utre projectivament de telle sorte qu'a tout edetmde I'une
correspond un et un seul élement de 'autre .[CART08B79, apud CAVAILLES, 1938]
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gue o numero ordinal do conjunto original. Este Bdo caso quando tratamos de conjuntos
infinitos. Veremos mais adiante que, apesar doucajdos niumeros naturais excluindo o zero
estar contido no conjunto dos numeros naturais comxero, 0S numeros ordinais que 0S

representam sao 0s mesmos, além de possuirem arpesncia.

3.2.5 Conceito de numerodinitos einfinitos

Existem varias definicbes com significados difeeentsobre o que sdo osimeros
finitos. A mais usual é: o numero que esté relacionadmajnto vazio ou que é equipotente ao
conjunto {1, 2, 3, ...., n} para algum inteiro pog» n.

Cantor definiaconjuntos finitos da seguinte maneira (1887):

« E um conjunto M que surge de um elemento origatahvés da adicio sucessiva
de novos elementos, de tal modo que o elementdnakiggode ser obtido de M,

removendo-se sucessivamente 0s elementos na ooddrara.

Outras definigcbes para conjuntos finitos:

* Um conjunto é finito quando ndo possui nenhum sojoobo préprio equivalente a ele
mesmo.
e Um conjunto | é chamado finito, e mais estritamendiitivo, se existe um inteiro n tal

que | contenha exatamente n membros.

No Beitrdge Cantor define que dois agregados tém o mesimeero cardinal, quando e
somente quando, sédo equipotentes um com o outmdsl vé paradoxo nenhum no fato de um
conjunto e um subconjunto préprio deste conjuntespiem o mesmo numero cardinal, como
por exemplo, o conjunto dos nimeros naturais enjunto dos nimeros pares. E exatamente esta

caracteristica que Richard Dedekind vai usar pafiaid conjuntos infinitos.

Um conjunto A é infinito-dedekindiano se algum safjanto préprio B de A é equipotente a A,
caso contrario, A é finito-dedekindiano. [MOOREB829p.22].
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No livro Do mundo fechado ao universo infinitdlexandre Koyré [1986] escreve que:
Vemos, pois, com toda clareza, que a diferenca eninfinito e o finito ndo é uma diferenca
entre “mais” e “menos”, ndo é uma diferenca quatiNi, e sim qualitativa, e ainda que estudada
por matematicos é, fundamentalmente, uma diferematafisica.

Poderiamos acrescentar a essa idéia, a distingé® @nnfinito potencial e o infinito
efetivo, o primeiro se aproximando mais qualitatteate do finito do que do infinito.

Para conjuntos finitos, os conceitos de nimeranatdd numero cardinal se equivalem e
temos, por exemplo, que o conjunto {1, 2, 3}, ojuato {2, 3, 1} e o conjunto {a, b, c} tém o
namero ordinal e o numero cardinal exatamente igu8l Podemos observar que, para um
conjunto finito com n elementos, independente d@mrde seus elementos, 0 esquema é sempre

0 mesmo: primeiro, segundo, terceiro, ..., enésimambro, concluindo sempre com o0 mesmo n.

3.2.6 Diferenca entre os numeros ordinais e cardinais trasfinitos

Cantor percebeu que dois conjuntos infinitos, qaespiam a mesma quantidade de
elementosdo tinham um numero ordinal Unico que os represeatadem disso, ele percebeu
gue dois conjuntos com um numero infinito de eléw®&ncomo, por exemplo, 0s naturais e 0s
reais, poderiam ter um numero cardinal diferenta & representar, isto €, ele percebeu que
existiam infinitos diferentes. Mais que isso, @@« toda uma aritmética transfinita para operar
(somar, subtrair, multiplicar,...) com estes nureero

Ao numero ordinal que representa o0 conjunto dosem@snnaturaigpor completo, ele
chamou dew, que € maior do que qualquer namero finito. O ssmeden, similar a aritmética
finita € o nimeron + 1, que segue como uma coisa hatural, quando nmaiglemento &

acrescentado ao conjunto ja definido. Nem todo marmansfinito tem um antecessor, neste caso



87

ele é chamado daimero limite. Podemos citar como exemplo de namero limite o@, ou
gualquer multiplo dele.

Mas o0 que aconteceria se, ao inves do elementcsescentado ao final do conjunto, ele
fosse acrescentado no inicio?

Observe que para conjuntos infinitos o conjuntoZ13, 4,...., 0}=o + 1 é diferente do
conjunto {0,1, 2, 3, 4,.....}= 1 & = ®, ou seja, a ordem & fundamental.

No exemplo citado na § 3.2.4, temos q¥&= N-{0} = {1, 2, 3, ..} U N ={0, 1, 2, 3,
...}, € 0 numero ordinal relativo aos dois conjsnéon, apesar de o primeiro conjunto ter um

elemento a menos que o segundo.

3.2.7 Principios de geracéo para a constru¢cao dos numerosdinais transfinitos

Com o objetivo de formar nimeros ordinais, Canteentou trés regras, que ele chamou
de “principios de geracdo” e que aparecem pelagmanvez no artigo Fundamentos de uma
Teoria Geral de Conjuntos [(18) da lista 1.9]:

* Primeiro principio de geracdo— principio de adicdo de uma unidade a um nanero j
formado.
* Segundo principio de geracdo- um novo numero que olhamos como o limite dos

primeiros, ou seja, é definido como imediatamenfesor a todos estes niimeros.

Por exemplo: 1, 2,3, 4, o,0+t1l,0+2,0+3,...20,20 +1, 20 +2, 20 +3, ...,
3m,3m+1, 3w +2,..... e assim por diante.

Os numerosw, 2n e 3» que estdo em negrito, sdo exemplos de nimeradoslyior este
principio.

E interessante observar a analogia que Cantordemndmeros irracionais, considerados

como limite de sequéncia de racionais, e dos n(srggrados por este principio.
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Os numeros transfinitos sdo, em um certo sentidmocnovos irracionais e de fato o melhor
método, a meu ver para definir os nimeros irracsofiaitos é... eu posso mesmo dizer em
principio, o mesmo que meu método para introdug@ rdimeros transfinitos. Podemos dizer
absolutamente: os nlmeros transfinitos ficam omaz@n os irracionais finitd¥.

Um nameroo da segunda classe numérica (a primeira classié&anjunto dos niumeros
naturais) pode ser representado somente de umarayareeforma:

o = ko™ +kao™ +....+ ko’ ondeag oy,..., a;, SA0 NUMeros da primeira ou segunda
classe tal queo > a1>..> a, > 0 enquanto K ki,..., k sdo numeros da primeira classe diferentes
de zero.

» Terceiro principio de geracdo- Principio da limitacadHemmungsprinzip produz uma
guebra na sucesséo dos transfinitos, mudando $@&acpm Este principio encerra a classe
anterior e gera uma nova classe de ordinais qua fgmténcia da classe anterior.

Cantor observou que apenas 0 primeiro e segunidgigio de geracdo ndo seriam
suficientes para sair do enumeravel; somente ctarceiro principio, uma nova poténcia poderia
aparecer.

Por exemplo: 1, 2, 3, 4, ..... /I Primeira clagsdormada pelos nimeros finitos. A sua
poténcia €], .

A segunda classe, € formada pelos numeros ordquaspossuem a poténcid,da
primeira classe. Ao simbole, foi acrescentado o indice zero, com o objetivalidénguir os
varios 6megas que aparecerdo no inicio de cada dagse. E um teorema ddeitrage

[CANTOR, 1897, §16] que a poténcia da segundae]aksscrita abaixo, §€,.

O, 00+ 1,00+2, ....200, 200+ 1, 2000 +2,...3 09, 3w + 1, 3wg +2,.....

4 Les nombres transfinis sont dans um certain sémeardenouvelles irrationalité®t en fait la meilleure méthode
a mes yeux pour définir les nombres irrationneigsfest... je pourrais méme dire dans le princGpméme que ma
méthode pour l'introduction des nombres transfi@s peut dire absolument: les nombres transfins$erg ou
tombent avec les irrationnels finis..[CANTOR, 188pud CAVAILLES,1962, p.87]



89

Generalizando o teorema de Cantor citado acimdemos dizer que: 0s numeros

ordinais da enésima classe, que comegawpntém a poténcial,_, e a poténcia dessa classe
é ,_,, e assim por diante.

Por exemplo, os nimeros ordinais da terceiraelagge comeca comy tém a poténcia

[0, da segunda classe. A poténcia da terceira clalSse € assim por diante.

3.2.8 Observacdes sobre nimeros cardinais transfinitospoténcia

Como vimos, historicamente os numeros ordinaissfiaitos apareceram primeiro como
expoentes de conjuntos derivados; depoisGnondlagen[CANTOR, 1883] e noPrincipien
[CANTOR, 1884] aparece a definicdo de poténciardeanjunto.

Somente muito mais tarde, em 1895, em seu aBajtvage [CANTOR, 1895], Cantor
formaliza totalmente os niameros cardinais ou paéte M, definindo como oonceito geral o
qual, por meio de nossa ativa faculdade de pensamsmrge do agregado M quando nés
abstraimos a natureza de seus elementos e a omheque eles sdo dadosd entdo ele discute
este assunto completamente. Esse trabalho e suadsegarte, somente publicada em 1897,
pode ser considerado como sua ultima grande obparidt dai sua saude foi ficando cada vez
mais fragil e, apesar de Cantor continuar a seesponder com outros matematicos, ele néo
escreveu mais nenhum artigo relevante para sua thus transfinitos.

Algumas observacdes sao importantes na definieadaichero cardinal dada por Cantor.
A primeira diz respeito ao que ele denomagaegadq significando um conjuntpor completo,
todos os seus membros pensados como um todo. &@Ensente neste ponto que houve uma
diferenca qualitativa, como ja mencionado, no caa® infinito, pois o infinito até entdo, ndo
podia ser pensado como um todo (infinito efetivods apenas como algo em potencial, que vai

se formando aos poucos e por isso, num dado iestalettraz a idéia de finitude. Os conceitos
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de infinito potencial e tempo estdo atrelados, @urario do infinito efetivo que independe do
instante em que ele é pensado. O conceito detmfiotencial vem desde a época de Aristoteles
e perdurou por dois mil anos até que a idéia camarfosse admitida.

A segunda observacdo € sobre a natureza dos etsr#mtconjunto que na sua teoria
inicial, s6 dizia respeito a pontos da reta. Em718® artigo, Comunicacéo sobre a teoria dos
transfinitos [(24) da lista 1.9], Cantor rompe cosiconjuntos de pontos e cria um novo dominio
abstrato em que os elementos séo libertados dealidade fisica.

Finalmente, € bom chamar atencéo para o fato d®Qagar um processo psicolégico na
sua definicdo: riossa ativa faculdade de pensamentBste fato foi duramente criticado por
Gottlob Frege™ (1848 — 1925) em seu livio Fundamentos da AriaéiGrundlagen der
Arithmetik 1884). Ele escreveA abstracdo n&do pode ser um meio para justificaraum
matematica rigorosa, € um conceito por demais p&ggco.

Fugindo da definicdo dada por Cantor, podemos djue a questdo da cardinalidade é
um invariante em relacdo a mudanca de ordem destEuentos.

Russell [1974] escreve que € um curioso acideistérito o fato dos cardinais terem
aparecido inicialmente como uma abstracdo dos as]ivindo a serem estudados por si so,
independente dos ordinais, apenas gradativamente.

Frege usa uma base puramente légica para definirogros cardinais. A definicdo dada
por ele era totalmente independente dos ordinars. iBso, Frege divide os conjuntos em classes;
conjuntos que pertencem a mesma classe sao equéske conjuntos de classes diferentes nao
podem ser equivalentes.

O cardinal de um conjunto S é a classe (conjunt)tatios 0s conjuntos que sao

equivalentes a S. A definicdo de conjuntos equntate (equipotentes) era a usada por Cantor.
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Assim, o numero 3 = {{a,b,c}, {1, 2, 3}, {macd, uvémao},{Ana, Julia, Pedro}, {amarelo,
azul,verde}, ...}. Do mesmo modo a classe formaglagppnimeros naturais, inteiros, racionais,

algébricos, pares, impares, primos, tem a cardeddil], do infinito enumeravel.

N&do podemos confundir a definicho de conjunto-pméen(conjunto de todos os
subconjuntos de um conjunto) com a poténcia de amjuoto. Para conjuntos finitos, vale a
equivaléncia que dois conjuntos, que possuem ctmgtpoténcia equivalentes, também séo
equivalentes. Por exemplo, um conjunto finito coardmalidade trés possuira sempre oito
subconjuntos, ou seja, seu conjunto-poténcia ke cardinalidade’2 8 .

Com os cardinais transfinitos, isto pode ndo acentd’>or exemplo, a conjetura de Luzin
afirma que2™ = 2":, ou seja, temos a mesma poténcia para os conjpatéscias de conjuntos
gue tém poténcias distintas.

Fraenkel faz uma comparacao interessante entrdgogmde xadrez e matematicos. Para
0s primeiros, ndo importa o que ‘significa’ um @ um pe&o, mas sim como operar com eles.
Com os matematicos, acontece a mesma coisa, n@otamgo muito a definicdo dos niumeros
cardinais, mas como operar com eles.[FRAENKEBE3.1961]

Voltando a teoria cantoriana, a este duplo atob$tracdo (natureza e ordem), Cantor

denota o cardinal ou poténcia de M com uma barpdadeobre a letra M. Assim, temos que M

denota o agregad(b?o seu tipo ordinal &\70 seu numero cardinal.

Apesar de alguns matemaéticos, entre eles, Cargaremn os conceitos de niamero cardinal
e poténcia como se fossem sindnimos, estes dotgitos ndo sdo exatamente iguais.

A cardinalidade é um conceito mais amplo e em urearid dos Conjuntos onde o

Axioma da Escolha néo € valido, dados dois congiimtfinitos ndo-enumeraveis, nem sempre €

> Matemético e l6gico alem&o, um dos fundadore$giaa simbélica moderna. Para mais detalhes ve2.§ 4
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possivel construir uma correspondéncia entre eldsséa forma a lei da tricotorifando é
satisfeita e podemos ter dois cardinais transBmiice n, ndo comparaveis. Em outras palavras,
podemos dizer que existem cardinais transfinites o séo alefs, como Koénig havia sugerido
para o conjunto dos nameros reais, como veremesgéo 3.5.

Cantor definiu uma ordem entre os cardinais doisggmodo:
Se o0 conjunto S é equivalente a um subconjuntoodjuito T e T ndo € equivalente a
nenhum subconjunto de S, entdo o cardinalSdo conjunto S é dito menor que o cardinal T =
do conjunto T. Em simbolos, s <t, @< T . [FRAENKEL, p.66, 1961]

Neste trabalho, vamos considerar, como Cantor,oqgé&ioma da Escolha é valido e

deste modo usaremos os conceitos de poténcia emgardinal indistintamente.

3.2.9 Operacdes e propriedades dos numeros cardinais trafinitos

Para todos cardinais transfinitasek (ki <k;) € num namero finito, e levando em
consideracéo que Cantor definiu a operacdo de adaigéno a unido disjunta dos conjuntos
relativos aos cardinais dados. Temos:

i. ki +n=k,somarum nuamero finito a um transfinito ndoteral.
ii. ki+k =1k ,somar dois cardinais transfinitos iguais, da@eesultado ele
proprio.
iii. ki +k =k, asoma de dois cardinais diferentes resultaaiorm
iv. nk=k

O produto de dois cardinais transfinitos represiggelos conjuntos M e N é igual ao
numero cardinal do produto cartesiano M x N.

SeM=0 entao MxN=Nx M =]

“6 Dados dois elementos quaisquer a e b pertencent@sconjunto M, uma das trés possibilidades é eemp
verdadeira: a>b,a=boua<h.
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V. ki. k =k , o produto de dois cardinais transfinitos iguai@ como

resultado ele proprio.

Neste caso, temos em particular, 0 Teorema de Cante diz que o plano e a reta sao
equivalentes.

Além disso, temos que a unido enumeravel de carglertumeraveis ainda é enumeravel,
ou sejad,0,=0,.

vi.  ki. k =k, o produto de dois cardinais diferentes reswtanaior.

Adicdo e multiplicacdo de cardinais sao operacGes geie valem as propriedades
comutativa e associativa. Também vale a propriedetebutiva.
vii.  Potenciacao
Sejam(m) o conjunto tendo numero cardinal m. N6s formamovos conjuntos
M((k, m)) a partir dele, substituindo, por um eletoeiixo arbitrario ki1 %, todo elemento m
de o pelo par de elementos (k, m). Os conjuntag = Mk, m) assim obtidos s&o
mutuamente excludentes para os diferentes k's,uepsaduto combinatério representa a
poténcia h em que t é a cardinalidade do conjuto
O produto combinatério € formado de tal modo og®, X , todo elemento k é
substituido por um elemento arbitrario g% , isto €, por um par arbitrario de elementos
(k, m). Aqui os m’s nao precisam ser diferentesaiferentes k's, porque, para diferentes
k's, a diferenca de pares de elementos ja € cuip@ldapré-fixado k. Os conjuntag(k, m))
gue se originam deste modo constituem os elementpsoduto combinatério dosy’s.

Todo %((k, m)) pode também ser descrito assim:
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Para todo elemento k dienés associamos um elemento arbitrario m&demos aqui
um processo que é analogo a construcdo de umaofyngaf(x), pois a funcdo € também
definida por uma correspondéncia de certos valpresn valores de x. A esta associagado de
elementos m com os elementos dg Cantor chamou de uma *“cobertura” (covering-
Belegungsmengealo conjuntox com o conjuntaM. O conjunto de todas tais coberturas do
conjunto £ com o conjunto € chamado o conjunto cobertukda . A poténcia de tal
cobertura representa o namero cardina[KAMKE].

Vejamos alguns exemplts
1.x={1, 2} e M={1, 2, 3}onde t =2 e m = 3. O conjunto cobeatsera: {(1, 1),
(2, DEH{(A.1), 2, 2K{(1, 1), (2,3)}; {(1, 2), @ 1} {1, 2), (2, 2)}; {(1, 2), (2, 3)}

{(1, 3), (2, L)} {(1, 3), (2, 2)}; {(1, 3), (2, 3. Que tem exatamente a poténc?a 3

2. Conjunto-poténcia (conjunto de todos os subctogide um conjunto) de um conjunto
T de poténcia [FRAENKEL, p.112, 1961]

Podemos pensar um subconjungolT T como uma cobertura de T em um conjunto de
dois elementos, digamos {1, 0} ou {sim, ndo}queaogbna se aquele [ T pertence
(sim ou 1) ou ndo pertence (ndo ou zero).&REciprocamente, qualquer cobertura define
um certo subconjunto de T. Assim, 0 conjunto-pdgépode ser visto como o conjunto-

cobertura (T | {1, 0}) que tem cardinalidade 2

47 Algumas alteracdes foram feitas nestes exemploekrpao ao original com o objetivo de manter oradisado
por Kamke na sua definicdo. Fraenkel troca a ordemconjuntos e além disso chama o conjunto cabede
conjunto insercao (insertion-set). A notacdo ugaaKamke esta mais de acordo com a proposta atiga Cantor
usada na segunda parteRkitrage[p.95, 1955]
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3. Conjunto-poténcia de um conjunto enumeraveltérmroa do conjunto dos numeros
reais. [FRAENKEL, p.115, 1961]
Considere o conjunto com 10 elementos, digamos{M £, 2, ..., 9}e a sequéncia)a
com a [ M e kiJN, formando as fracbes decimais;&:as...&....

O conjunto de todas as coberturds| (M) nos da todos 0s numeros re@is x<1 e sua

poténcia é, por definicd®@™. O fato de alguns numeros aparecerem repetidoap quor
exemplo, 0,49999.... e 0,50000.... ndo interfarpaténcia do ndo-enumeravel, pois este fato so

ocorre para um conjunto enumeravel e da aritmétisesfinita sabemos que +0, =0 . Aléem

disso, o resultado restrito ao intervalo [0, 1] b&m n&o é problema, pois ja vimos que qualquer
segmento de reta tem a mesma poténcia que ateta.in
A ocorréncia do 10 nesta férmula deriva de um badddgico e ndo mateméatico: o uso
da notacédo decimal de acordo com a quantidadesd®sidledos das méos. Poderiamos ter usado
gualquer base, como por exemplo, 0 sistema birgsgm:
2% =0=n".(n>))
Observacdes finais:

Se tentarmos definir subtracdo e divisdo de numeaodinais transfinitos procedendo
- . . - . : n ~
como se fossem finitos, isto €, definindo a difgeam— m,ou o quociente— como solucao, se
m

esta existir, da equac@o+ x = n, oumx = n(m# 0), ndo teremos sucesso, pois, no dominio dos
cardinais transfinitos, estas equacdes podem tarquantidade infinita de solugbes. Vejamos o0s
seguintes exemplos:

a+x=agxpodeserl;2;3;..postl=a+2=a+3=..=a

ax=axpodeserl;2;3;..posl=a.2=a.3=...=a
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Para cardinais finitos, o conjunto-poténoé&o €o proximo cardinal, em contraste com a

Hipdtese do Continuo, onde temos, por exemplo,sguela é verdadeird™ =0,e 2 =0, e
entre 0, e 0, n&o existe nenhum outro cardinal. Para cardinaits$, por exemplo, 2e 2,

entre 0 4 e o 8, existem os cardinais 5, 6 e 7.
A principio poderiamos pensar, entdo, que ist@sen indicativo que a Hipotese do

Continuo poderia ser falsa, se ja ndo tivessepioada a sua indecidibilidade.

3.2.10Diferencga entre ogiposordinais e osnumerosordinais transfinitos

Vamos primeiro definir o que é uma ordenac¢ao endado conjunto M:

Definicdo 1 Um conjunto M é dito sesimplesmente ordenadpse todos seus elementos
forem ordenados por alguma regra tal que, daddasguex dois elementos, um pode sempre ser
dito preceder o outro. Para quaisquer a, b e mtlisjpertencentes ao conjunto simplesmente
ordenado M, temos as seguintes propriedades:

() a<boub<a.
(i)Sea<beb<erac<c.

Os conjuntos podem ser ordenados de diversos mddsde que sejam satisfeitas as
condi¢cbes acima. N&o é obrigatorio que seja resped ordem de grandeza, que €, a ordem mais
usada e por isso a mais conhecida das pessoasr&m Ber exemplo, uma maneira de ordenar
0S numeros inteiros é dada por: {-1, 1, -2, 23;3,.}.

Definicdo 2 Um conjunto M éem-ordenadose é simplesmente ordenado e além disso
possui a seguinte propriedade:

(iif) Qualquer subconjunto ndo-vazio de M tem uenior elemento.
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O conjunto dos nameros inteiros e 0 conjunto do®mais, considerando-se a ordem de
grandeza nao sdo bem-ordenados, no entanto, mbtojos nimeros inteiros, com a ordem dada
no exemplo acima se torna bem-ordenado.

Para os numeros racionais, Cantor [(8) da lista 849 fez a seguinte boa-ordenacdo.

Sejam 0s numeros racionag, na forma irredutivelp( e q inteiros positivos com o maximo
q

divisor comum igual a 1) e consideremos a somautieenador com o denominadpr+ g = N.

Para cada valo+B tem-se um valor determinado N e reciprocamente, pada valor N tem-se
q

sempre um namero finito de quantidad%s Se imaginamos agora 0s nime#dsarrumados na
q q

ordem onde os valores menores de N precedem agquelesN tem um valor maior, seguindo a

ordem de grandeza se estes valores forem iguamgonsres na frente dos maiores. Vemos que

cada um dos nimerog> ocupa um lugar perfeitamente determinado em umaiéseq
q

simplesmente infinita.

Todo numero racional esta incluido na formacao idard; a cada numero racional
podemos associar um namero inteiro conforme seopera trajetéria assinalada com as setas.
Deste modo, o conjunto dos numeros racionais € erawal. Podemos considerar o nimero 0 na

posicao 1, iniciando a sequéncia.
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llustracdo 3: Boa-Ordenagéo dos racionais dad&potor.

Temos entz?lo{o,l,1 ,2 ,3—1 1 —2 —3 ,4,5,—1—,1—,2—,3—,4—,5 ,6,1 ,}.formando um conjunto
2'1'7'3'4'3°2 565432 7

bem-ordenado. Os racionais negativos podem sefidoselogo depois do seu correspondente
positivo.

Zermelo percebeu que alguns matematicos juntavaot@o de boa-ordenagdo com um
arranjo espaco-temporal. Assim, ele deu uma nofiaicho, puramente formal, que nao tinha
nada a ver com um arranjo. O termo remanescende wkado por ele, tem o sentido de resto, o

gue sobra da sequéncia do elemergo diante.

Definicdo 2* Um conjunto M dem-ordenadose existe uma familia/ de subconjuntos
de M tal que para cadaem M existe um Unico membmia) de 4, chamado o remanescente de
a, e todo subconjunto ndo-vazio P de M contém untdimlementop, tal que P é um

subconjunto d&(p).



99

Vejamos um exemplo considerando M o conjunto desanas inteiros com a ordem dada
acima:M={-1,1,-2,2,-3,3,..}e={M, {1,-2,2,-3,3,..},{2,2,-3,3, -4,..}{33,-
4,4,..}1{3,-4,4,-5,5 ..}, ...}. Para o stdnjunto P de M vamos escolher o conjunto P = {3, 4
5} e podemos observar que para 3 temos que P esta contido &(8) e € o Unico elemento em
gue isso acontece. Notamos que o elemartsempre anenor elemento do conjunto P com a
ordem definida no conjunto M.

No Grundlagen[(18) da lista 1.9], ainda trabalhando com conjante pontos que se
correspondem biunivocamente com a reta real, Caefare um conjuntdbem-ordenadocomo
gualquer conjuntdem definido no qual os elementos sdo arrumados em uma suakfadida,
tal que exista o primeiro elemento do conjunto,aeapodos 0s outros elementos exista um
sucessor, a menos que ele seja o ultimo elemerdocdgsao.

O agregado M néo precisa necessariamente ser ilgemaalo, por isso, Cantor chama de

tipo ordenado o caso mais geral, onde os elementos podem espastbs numa ordem parcial.

Por exemplo, o conjunto dos numeros racior@isno intervalo ]0, 1[ ordenados pela
magnitude ndo sdo bem ordenados, e Cantor chamqusée tipo ordinal, isto é, Q= ne

6 =[,. Segue dai que o conjunto dos numeros raciomaistidos nos intervalos 10, 1], [0, 1[ e
[0, 1] tém tipos ordinaig + 1, 1 +n e 1 +n + 1 respectivamente e um Unico nimero cardinal, a
saberl],.
Cantor demonstrou, rieitrdge[1895], que se temos um agregado M, tal que:
. M= Uos
* M néo possui nenhum elemento que seja 0 menor eomeaior;

* M é denso em toda parte;
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Ent&o o tipo ordenado de Mygisto éM =77.
Voltando ao conjunto dos numeros racionais, seiderssmos uma ordem em que 0sS
denominadores vao crescendo, teremos o] conjunto  -obdemado

{11 1213123 ...}cujo tipo ordinal € igual ao numero ordinal Se arrumarmos o

2'3'3'4’4'5'5'5"

conjunto em que os numeradores vao crescendo temosnjunto também bem-ordenado

3333 3 . , . . 2
T yereey— yennes , CUjo numero ordinal éo“.
4578 n

Vemos entdo que, dependendo da ordem considemadas tvarios tipos ordenados para o
conjunto dos numeros racionais. Esta regra vake gpaatlquer conjunto infinito.

Dado um tipo ordinala, designaremos por ¢o tipo ordenado dex,com a ordem
invertida, de modo que *@&) = «.

Os tipos ordinais tém a desvantagem de serem iran@wvgis em geral, isto €, ndo vale a
lei da tricotomia, por esta razdo eles ndo sdo alasmde numeros. Somentetipes ordinais
bem-ordenadossdo chamados deimeros ordinais.

Dois conjuntos M e N s&o definidos corsonilares se existe uma correspondéncia
biunivoca que respeita a ordem de seus elementeasha, f(e) < f(e’) se e < €. Neste caso
denotamos por M N. Um exemplo disso pode ser visto nos conjuntes{¥, 2, 3, 4, 5, 6, .....},
N={2,1,4,3,6,5,..}eQ={1, 3,5,...,2 6,....}em que os dois primeiros sdo similaaes,
contrario do conjunto Q.

Vemos claramente uma mudanca na estrutura desé&rteconjunto. Nos dois primeiros
conjuntos, apenas o primeiro elemento ndo é sucdeseenhum numero, enquanto no terceiro

conjunto, dois niumeros nao séo sucessores: o ndmenumero 2.
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Uma observacdo que pode ser feita sobre os nurosdsis transfinitos € que se dois
conjuntos séo similares, como definido por Cargntdo os niumeros ordinais que 0s representam
sdo iguais.

Sea e sdo numeros ordinais, ou sdo iguais (similares)roudeles é semelhante a um
segmento inicial do outro. Digamos gfie¢ semelhante a um segmento inicialogentaop é
similar a um elemento deou, em outras palavras ¢ uma continuacao ge

Podemos dizer que as expresspiés, f[o oua € continuacdo dp sdo equivalentes e
escrevemosf < a. Ou seja, dois numeros ordinais sdo comparavelis, §, vale a lei da
tricotomia.

Podemos também concluir que todo conjunto de nisnemdinais € bem-ordenado. Por
exemplo, o conjunto formado pelos ordinajs» + 2 e 2» esté escrito na ordem crescente.

ow={1,234 .}1{21, 3,4, ..} poroutfado,o 0 v +2 0 20. Vejamos:» é
semelhante a um segmento iniciale 2 = {1, 2, 3, ... 1’, 2’} que é continuagdo de. Além
disso temos que + 2 é semelhante a um segmento inicialele31, 2, 3, ..., 1, 2’3, ...}Jque é
continuacéo de +2 .

Podemos escrever ent@< o + 2 < 2v.

O “conjunto” de todos os numeros ordinais denofaa®2 gerou oParadoxo de Burali-
Forti*®, a seguir:

Considerando a sucesséo inteira de todos os numetliosis(, e sabendo qu@ é um

conjunto bem-ordenado ent@opossui um numero ordinflcorrespondente a ele.

B =ordQ)

“8 Cesare Burali-Forti (1861 — 1931) — matematicieita, assistente de G. Peano na Universidade deTu
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Consideremos agora o segmentf),s¢ conjunto de todos os ordinais menores [gjue
Observemos que:

(1) Como gff) consiste de todos os elementoSdque precederfi, s@3) € um segmento
inicial deQ.

(2) p = ord(sf)), logo ord(sg)) =p = ord@Q)

PortantoQ é semelhante a um de seus segmentos iniciais ocaqiradiz o teorema que
diz que “um conjunto bem-ordenado ndo pode ser lbame a um de seus segmentos
iniciais”.[LIPSCHUTZ, p. 264]

Esse paradoxo ficou conhecido como Paradoxo deliBadi, porque ele publicou um
artigo em 1897 comentando sobre ele, no entantd,89%, o préprio Cantor ja havia discutido
este assunto e o comunicado a Hilbert no ano segiiRANKEL, p.8, 1973]

No final do século XIX, Cantor, consciente dos dasas gerados por sua teoria com 0S
sistemad e n, representando respectivamente todos os ordinidos os cardinais, “criou”,
para além dos numeros transfinitos, um INFINITO B8RS TO, que englobava tudo que é téo
grande, que ndo poderia ser aumentado e que esfadonado ao poder de Deus. Cantor negou
a existéncia do “conjunto” de todos os ordinais edemominou de MULTIPLICIDADE
INCONSISTENTE ou ABSOLUTAMENTE INFINITA. A hipétese@e reunir todos os seus
elementos conduz a uma contradicdo, de modo quea@ssivel considerar estas multiplicidades
como uma ‘unidade’.

Tanto no exemplo dos conjuntos M, N e Q como nemgio dos numeros racionais,
vimos que um mesmo numero cardinal pode correspand@rios tipos ordinais, que, em sua
totalidade, constituem uma “classe de tipos” (Tytesse) particular. A reciproca ndo é

verdadeira, isto é, os varios tipos ordinais, geieegpcem a mesma classe, tém todos o0 mesmo
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namero cardinal ou poténcia. Assim, temos queasseb sdo determinadas pelo niumero cardinal
gue € comum a todos os tipos que pertencem agaskec

Cantor denotou estas classes de tipos gdor [T(a), em quea é um cardinal qualquer e
definiu a segunda classe numéricas¥ como sendo a totalidade}{de todos os tipos ordenados
a dosconjuntos bem-ordenadosde cardinalidade&o, ou seja, &{y) € o conjunto de todos os
nameros ordinaisde cardinalidade,. Temos que, &p) [ T(Xo), isto €, podemos observar que
Z(a), a classe dos numeros ordinais que possuentéagmia, esta contida na classe dos tipos
ordinais [a]. A classe mais estudada por Cantor Axg) dos numeros ordinais que tém a
poténcia do infinito enumeravel, e como ja vimok §3.2.7) a poténcia da segunda classe
numérica € o segundo menor numero cardinal tratesfin

Na realidade, a classe numéricél] , , ojdenada de acordo com a magnitude de seus

ordinais, tem o cardindl _,, e o tipo ordinab, + 1. [Fraenkel, p. 221, 1961]

o+l

3.2.11Teorema da Boa-Ordenacéao
Todo conjuntaM pode ser bem-ordenado.

Assim como bem ordenamos os inteiros e os raciomaigntando uma ordem diferente
da ordem de grandeza, este teorema afirma qué ssmpre possivel para qualquer conjunto.

Cantor tinha a intuicdo que todo conjunto podeea bem-ordenado e apresentou o
seguinte argumento:

Se um conjunto M é dado, retire um elemengcenaoloque ngrimeira posi¢cao. Entdo
escolha um elemento arbitrario,,nem M — {mpy}, e coloque nasegunda posicdo Entédo
selecione de qualquer maneira um elemento em M o fm} e designe-o para proxima

posicda Continue deste modo. Se 0 processo terminassg qmé o conjunto M tivesse acabado,
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teriamos um subconjunto ndo-vazio de M e poderiameamente retirar um elemento deste
subconjunto e colocé-lo depois de todos os elermgatescolhidos. Este processo poderia assim
continuar e chegar ao fim somente quando o conprtiger sido usado inteiramente.

Este argumento, apenas torna plausivel a podsiidi de todo conjunto ser bem-
ordenado. Percebemos claramente, observando asgsatam negrito acima, que Cantor tinha
esta visdo espaco-temporal para arrumar os elemdatoonjunto segundo uma boa-ordenacéao.
Além disso, podemos ver também o uso implicito dma da Escolha.

E bom observar, que para Cantor, tanto a Tricotomois Cardinais (1878) como o
Principio da Boa-Ordenacéo (1883) também eram dersios como intuitivos e auto-evidentes,
ndo necessitando desta maneira de nenhuma dengdostf que ele ndo percebeu € que na
realidade estas duas proposi¢coes eram equivakmisioma da Escolha.

Na secao 3 d&rundlagen ele afirma quepodemos sempre colocar todo sistema bem
definido sob a forma de um sistema bem ordeflaglaisa este principio ndo s6 para definir as
operacdes com 0s numeros ordinais, mas também qi#ex suas propriedades como a
associatividade e a ndo comutatividade.

Somente em 1915, Friedridthartogs (1874 — 1943), em um artigo intitulado Sobre o
problema da boa-ordenacaddber das Problem der Wohlordnupgublicado ndiathematische
Annalen volume 76, nimero 4, provou a equivaléncia eatréricotomia dos Cardinais e o
Axioma da Escolha. Até entdo se achava que a drigatera uma proposi¢ao mais fraca.

Na realidade, o Teorema da Boa-Ordenacéo, o Axidankscolha e a Tricotomia dos
Cardinais sao axiomas equivalentes [MOORE, p.1882]L Considerando-se um deles como
axioma do sistema, os outros podem ser demonstr&do® que Zermelo fez, em 1904, no

Mathematiche Annalenjolume 59, quando foi o primeiro a demonstrar oréem da Boa-
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Ordenacédo usando pela primeira vez, explicitamemté&xioma da Escolha. Para ver uma
demonstragéo do Teorema da Boa-Ordem ir ao apéBdice

A idéia de Zermelo em basear a demonstracdo def@oda Boa-Ordenacdo no Axioma
da Escolha n&o foi sua. Em seu artigo, ele esayeeeesta idéia foi do mateméatico aleméao
ErhardSchmidt (1876 — 1959).

Do Teorema da Boa-Ordenacdo podemos inferir que moehero cardinal é um alef, e
temos, em particular, que apntinuo pode ser bem-ordenado, embora tenha sido impossivel
produzir uma boa-ordenacdo especifica para o amtiBurge a questdo: Qual € o alef que
corresponde a poténcia do continuo?

A demonstracdo deste teorema gerou uma discusk@Eofita sobre a questdo da
existéncia dos objetos mateméticos independensealeonstrutibilidade, isto €, o fato de existir
uma boa-ordem para 0s nimeros reais ndo nos gararisténcia de sua construcao.

Em 1965, Salomoireferman, usando os resultados obtidos por Cohen [1963%&8M19
1964],demonstrou que o conjunto dos numeros reais n&uposia boa-ordenacao construtivel.
Mais precisamente: Nenhum conjunto definivel, bedeonado, do continuo, pode ser provado
existir partindo dos axiomas de Zermelo-Fraenkeigicom o Axioma da Escolha e da Hipotese

do continuo generalizatfa

3.2.12 Relagéo entre os numeros ordinais e os numeros cardis transfinitos
Com o objetivo de relacionar os niumeros cardiaassnameros ordinais, Cantor define os

numeros cardinais como 0s numeros ordinaisnfieetém a mesma cardinalidade que qualquer

%9 « on peut toujours mettre tout systéme bien dsfing la forme d’un systéme bien ordontiécta Math. 2, p.395]
*No set-theoretically definable well-ordering of tbentinuum can be proved to exist from the Zerntemenkel
axioms together with the axiom of choice and theegalized continuum hypothesis.[FEFERMAN, p.325]
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ordinal menor. Assim, o numero ordin@y fica relacionado com o namero carding) pois
gualquer ordinal menor qu® € finito e logo diferente dele.
A notacdo dos numeros cardinais transfinitos n@mtaceu tdo naturalmente como o

paragrafo acima parece sugerir. Em junho de 18§&Geae a primeira notacdo que depende dos
tipos ordenados; se denota o tipo ordenado de um conjunto, entddenota a poténcia deste

conjunto. Por exemplap denota a primeira poténcia transfinita, 0 menaodioal transfinito que

esta relacionado ao numero ordinab. Temos assim a seguinte igualdade:

* * * *

W=w+l=w+2=...= =.....

*

O conjunto de todos os numeros ordinais cuja p@éra wcompreendia o que Cantor
chamou de a segunda classe numérica (Il) e foitddagorQ.
A idéia de colocar um asterisco sobre o nimermakd&o durou muito, pois se mostrou

pouco pratica, ja que seriam necessarios umadafilei de simbolos diferentes para cada nova

* *

poténcia. Em novembro deste mesmo ano, Cantor ppasspresentaw porv; € Q, a poténcia
da segunda classe numérica, por
Somente dois anos depois, Cantor resolveu addtarra sobre o conjunto, como ja tinha

feito para denotar o tipo ordenado de um conjubéste modo, a poténcia do niumero ordinal

passava a ser denotada p_mr
Somente em 13 de dezembro de 1893, numa cafieaati [MESCHKOWSKI, p.508,
1965], com o objetivo de ndo usar as tradicion@isa$ gregas, ele decide pelo uso do alef,

primeira letra do alfabeto hebreu e que tem umrwsilnbdlico muito forte: as palavras Deus
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(Eloim - o > 1% X) e um (ehad 7 n X) comecam por esta letra. Como se pode observar, o

hebraico é lido da direita para a esquerda.

Cantor escreveu entieo= w+1=w+2=..=a = 00,, podemos perceber que ele ainda
NAo Usou &g para denotar a poténcia do enumeravel.
Somente, em julho de 1895, quase dez anos depder geiblicado dGrundlagen na

primeira parte d@eitrage Cantor decide denotar o primeiro nimero cardnaasfinito por(],
e faz mencéo &l ,, prometendo provar sua existéncia.
Para definir o cardinall,, precisamos lembrar algumas definicbes ja mendesa

anteriormente:

» Z(U,) é acolecdo de todos os numeros ordindss quewny < o < ®; ; €M quen;
€ o menor ordinal cujo nimero cardinal néo € igLiaj .

[, =card(w) =card(Z(J,))

* @, € o menor ordinal que ndo pertence a nenhumaedss Z(U,,)com n um

namero finito, isto é, n pertence a primeira class®érica.

Definimos, entaol ,= 0 , = card(w,, )como o ZDV ; temos assim quel, € igual a
v=123,.

card(| JQ,) = card((3: p < w, }); em outras palavrad)]  é caracterizado como a poténcia da
n (2 a

n<w

classe cumulativagp).[HALLETT, 1986]

Estes numeros ficaram conhecidos como cardinate$séveis e sua existéncia so6 pode
ser garantida, postulando-a como um novo axionmea arstema.

A definicdo atual para numeros cardinais é anabbgeefinicdo de Cantor e utiliza os
nameros ordinais. Consiste em considerar um nUgghnal como um numero ordinatal que

se € um numero ordinal equivalentengisto €, carch = cardf entdoo < B. Os numeros
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ordinais com essa propriedade sdo chamados de agimnégiais. Assim, se X é um conjunto,

entdo card X, o numero cardinal de X ou poténciX,d& o menor numero ordinal equivalente a

X. [HALMOS].

Em uma carta para Dedekind, datada de 28 de jight3889, Cantor faz um resumo de

sua teoria dos transfinitos abordando os numerdmais, sua relacdo com os cardinais e

definindo as multiplicidades inconsistentes.

...Como vocé sabe, ja faz alguns anos eu chegueiaaseqiéncia bem ordenada das
poténcias ou numeros cardinais transfinitos, ossglenominei de “Alefs”:

Yoot S n
[, significa a poténcia do que costumeiramente sendatpor conjuntos “enumeraveis”

e [, é o nimero cardinal imediatamente superidtl@ao qual se segue imediatameitlg, e

assim sucessivamenl@;% ¢ a totalidade de todos G$V seguintes (isto €, superiores) e € igual a

VIIT)O a,,
etc.

A grande questdo era saber se, além dos alefsytres poténcias de conjuntos que néo
sejam alefs. Ja faz dois anos que estou de possealprova de que nao h& outras poténcias [além
dos alefs], de tal forma que, por exemplo, o cartiinear-aritmético possui um alef determinado
na qualidade de ser nimero cardinal [ou poténaiaja vez que partamos do conceito de uma
multiplicidade (um sistema, uma colecdo) de coisagao se torna indispensavel para mim
diferenciar as multiplicidades (sempre considerdtiplicidades determinadas).

A saber, uma multiplicidade pode ser arranjadadittnida) de tal forma, que a hipétese
da “conjuntividade” [agrupamento] de seus elemel@es a uma contradi¢do, o que implica que é
impossivel que tal multiplicidade seja compreendidano uma “unidade”, como uma “coisa
terminada”. Tais multiplicidades denomino de abswhente infinitas ou multiplicidades
inconsistentes.

Como facilmente se vé [uberzeugt], a “colecdo dda$ as coisas penséaveis”, por
exemplo, € uma colecao de tal tipo; posteriormentps exemplos serdo apresentados.

Se, no entanto, a totalidade dos elementos denouttgplicidade pode ser pensada, sem
contradicdo, como “sendo unidos”, de tal forma @pessivel conceber sua unido como uma coisa,
chamo (tal multiplicidade) de “consistente” ou “gamo”. (Em francés e italiano, tal conceito é
dado apropriadamente pelas expressdes ensemisieméd).

Os numeros cardinais, aos quais, nesse sentidssseiam 0s niimeros transfinitos do sist€na
chamo de “Alefs”, e o sistema de todos os alefanchaen (Tav, Ultima letra do alfabeto
hebraico).

[MESCHKOWSKI, p. 443, 1967 - traducéo de Walterd@.Nascimento Jr.]
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3.2.13Teorema de Cantor

Este teorema foi demonstrado por Cantor, no pronemlume das Atas da Associacao
dos Matematicos Alemae&€gmptes rendus de I'Association des mathématicaiesnands-
Euvres completep. 278) e diz o seguinte:

Se M € um conjunto qualquer de numero cardsmaodemos sempre deduzir um
outro conjunto M’, cujo namero cardinal € maior quea.

Outra maneira de propor este teorema € a seguinte:

Para todo conjunto M, o conjunto P(R)de todos os subconjuntos de M tem um
namero cardinal maior que M.

Podemos simplesmente formular @ie> a para qualques.
Demonstracao do Teorema de Cantor:

Se o conjunto M é finito, comelementos, a demonstracédo € trivial, pois sabe&mesa
quantidade de subconjuntos de M é exataméhgei@ certamente é maior que n, para qualquer n
natural.

Suponhamos entdo que M € infinito e v@aeansiderar o conjunto P(M) de todos os seus
subconjuntos. Seré que existe uma correspondéincievbca entre M e P(M)?

Vamos considerar que a resposta sejanativa. Neste caso existem dois tipos de
elementos de M: o primeiro tipo é formado por eletog que estdo relacionados a conjuntos de
P(M) que o possuem como elemento, por exemplo, puetd universo; o segundo tipo €
formado por elementos que se relacionam a conjupuesndo o possuem como elemento, por
exemplo, o conjunto vazio. Este segundo tipo foumeaconjunto que vamos chamar de Normal.

Como consideramos a existéncia de @hagdo biunivoca, existe um elemento de M que
se corresponde ao conjunto Normal. Este elememterqme ou ndo ao conjunto Normal? Se ele

pertence, pela definicdo do conjunto Normal, ele eéta relacionado a ele; mas se ele ndo
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pertence ao conjunto Normal com o qual esta ralado, entdo, por definicdo, pertence ao
conjunto Normal.

Esta contradicdo é gerada exatamerdeglienacdo de que existe uma correspondéncia
biunivoca. Concluimos que esta correspondénci@dé ger injetora (relaciona cada elemento de
M com seu conjunto unitario, por exemplo), mas sdbrejetora. Logo, P(M) tem um numero
cardinal maior que o numero cardinal de M.

Podemos concluir dai que, assim como os ordinaigoténcias também ndo tém um
maximo.

As “poténcias” representam apenas uma generalizagéessaria dos nimeros cardinais finitos.
N&o existe nada que seja 0o maior dos nimeros essdiansfinitos, além disso, eles possuem a
mesma realidade dos nimeros cardinais finitos. iBaldiferenca esta na relagdo entre eles, ou
seja, sua teoria dos numeros é parcialmente dtéeidm tipo da que encontramos na regido do
finito.[LAVINE, p.102, 1994]

Assim comoQ, o sistema n de todos os numeros cardinais também é um exedaplo
multiplicidade inconsistente como ja definido, umpfjunto” tdo grande que nao pode ser
pensado como uma unidade. A totalidade dos alefspnée ser concebida como um conjunto
determinado e acabado.

Em uma carta, de 28 de agosto de 1899, enderecBedekind, Cantor observa que a
consisténcia das multiplicidades finitas € uma adedindemonstravel (Axioma da Aritmética) e
igualmente a consisténcia das multiplicidades aemisqele atribui os alefs como numeros

cardinais € o Axioma da Aritmética Transfinita Amgi.

Hahnenklee, 28 de agosto de 1899
... Deve-se interrogar, donde eu sei que as maltipkdes bem ordenadas ou sequéncias as quais eu
atribuo os nimeros cardinais

DO,Dl,...,D% ,...D&1
sdo realmente “conjuntos” no sentido da palavra fpi explicada, ou seja “multiplicidades

consistentes”. Ndo seria concebivel que estas pficitiades sejam “inconsistentes”, mas que
contradigdo ha supor “uma existéncia simultane#des os elementos” ainda néo se observou? A

1 A letra P foi escolhida aqui em referéncia ao eotg das partes; alguns autores usam a letra ®pemnagem a
Cantor, e outros usam a letra U em referénciaavpablemantermengdésubconjunto).
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minha resposta é que esta questdo pode ser estégdadmente as multiplicidades finitas, e que,
se pensarmos exatamente, conduz-se entdo ao desumtasmo para as multiplicidades finitas, ndo
h&d demonstracdo da sua “consisténcia”. Em outrosoe o fato “da consisténcia” das

multiplicidades finitas € uma verdade simples, indestravel, é “0 axioma da aritmética” (no

antigo sentido da palavra). E, do mesmo modo, ‘fesisténcia” das multiplicidades as quais
atribuo como nlmeros cardinais os alefs, é “o asiaia aritmética transfinita ampliada”. (cf.

anexo)

Cantor afirma que o sistenmando € um conjunto e faz a demonstracdo em outta ca
para Dedekind, datada de 31 de agosto de 1899 [T\ES, p.244, 1937] e conclui, entdo, que
dois sistemas equivalentes sdo ambos consistantaslaos inconsistentes.

A terminologia INCONSISTENTE elimina os conjuntosdmodos e poupa Cantor dos
tormentos das antinomias, que deveriam ser resa\ddntro de uma inteligéncia divina.

O que mais preocupava Cantor na virada do sécafa es problemas internos de sua teoria
dos conjuntos, como o(a):
» Estabelecimento de uma boa-ordem sobre o conttwmais geralmente, saber se todo
conjunto pode ser bem-ordenado.
O Teorema da Boa-Ordenacdo demonstrado por Zerftiel8.2.11 e apéndice B), em
1904, veio resolver este problema parcialmentai@ ga sua demonstracdo, Zermelo usou o

Axioma da Escolha que ndo era bem aceito por moitismaticos.

» Comparabilidade dos alefs.

Considerando-se o Teorema da Boa-Ordenacdo conuadesro, isto implicava que
todos os conjuntos podiam ser bem-ordenados e gswr tinham um numero ordinal
correspondente; isso significava que eles perten@aalguma classe na sequéncia dos
ordinais e conseqguentemente este conjunto estdacioreado a algum alef. Dados dois

conjuntos quaisquer M e N se seus numeros ordpgigncessem a mesma classe entdo
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card(M) = card(N), caso contrario, o conjunto cafdinal que ocupasse uma classe anterior

possuiria um namero cardinal menor.

» Cardinalidade do continuo.

Este problema n&o foi resolvido durante sua vida.

Ainda considerando o Teorema da Boa-Ordenacdo cmrdadeiro, podemos afirmar
gue ao conjunto dos nameros reais, cuja poténcimamos de, corresponde um alef. Mas

qual a posi¢éo de na sequéncial,,O],,....] [

W0y, o ? Essa questdo so sera respondida

“

considerando-se a veracidade ou ndo da HipoteSewtnuo. No caso afirmativo, temos que
a poténcia do continuo ocupa a segunda posic&og,st=0, =27 ; nos outros casos essa

posicao vai depender de algum outro axioma dorséste
Podemos perceber neste caso a independéncia dom#sxida Escolha e da Hipdtese do
Continuo. Existem sistemas em que ambos sédo validngros em que um dos axiomas €

valido e o outro nao.

3.2.14Poténcia e tipo ordenado do continuo
No Beitrage [CANTOR, p.96, 1915, (27) da lista 1.9], Cantomimstra que2™ ¢é a
poténcia do continuo, obtendo deste modo, de unmeeinmamais simples, outra prova que a
poténcia do continuo é maior que a poténcia dauotmjdos naturais como ele ja havia mostrado
no seu artigo Sobrema propriedade do sistema de todos os numero®radgsé reais [(7) da

lista 1.9] de uma maneira mais complexa. Neste, desta usar o Teorema de Cantor, citado na

secdo anterior, que diz g@&> a para qualques, entdo, em particularc =2" >[J,.
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Para demonstrar qu2™ é a poténcia do continuo, Cantor, mostrou que iga&idade
vale para o intervalo [0, 1].

Usando a definicdo de poténcia de cardinais defina§ 3.2.9 (ex. 3), todo numero real,

. . : . 2, f (i . .
neste intervalo, pode ser escrito no sistema lmrmnformaZ&, em que(i) =0 ou 1, € uma
= |

funcdo deN - {0;1} ; obtemos, assim, exatamen®e° nimeros reais neste intervalo. Cantor

chama a atencdo que todos os niumeros nesse iateémlepresentados de maneira Unica, com

2V +

~ . . 1 ~ ~
excecdo dos numeros do tipo= o <1 que sao representados duas vezes. Isso nao traz

grandes problemas, pois o conjunto formado posest®res de é enumeravel.
Com o objetivo de completar a demonstracédo de Cpat@toda a reta real criamos
uma funcéo biunivoca, relacionando o intervalalJGgom a reta e assim obtemos dois conjuntos

gue possuem a mesma poténcia. Exemplo de uma fuqugEdaz esta correspondéncia, é a

funcéo tangente definida no intervalo abe}fog g y = tg X € monotonicamente crescente e

assume todos os valores reais.

T
llustracdo 4: Grafico da funcao tangente, defimidaitntervalo}— ;—[ , feito com o programa Graphmath.
2 2
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O fato de considerarmos o intervalo aberto ou f@chasto é, acrescentarmos um
conjunto com apenas dois elementos nédo interfemoténcia do continuo. Esta equivaléncia ja
tinha sido demonstrada por Cantor, quase 20 artes,am 1877, no artigdma contribuicdo a
teoria dos conjuntoagCANTOR, Acta Math2, p. 322, (8) da lista 1.9]

Podemos usar também a aritmética transfinita ent gu2 =c.

Além disso, dois intervalos, independente de seopdmento, ou seja, independente do
valor de seus pontos extremos, também mantém d@agmm Em geral, para transformar o
intervalo [a, b] no intervalo [a, D], usamos a gamte funcdo biunivoca:

'—pb' ab-a'b
X+
-b a-b

f(x) = : , para 0 nosso caso particular, temos f(X%9(+%, que transforma o

intervalo }— g%{ no intervalo ]0,1].

Cantor percebeu que somente a poténcia ndo ecéestdi para caracterizar o continuo e
para fugir da intuicdo tinha que dissociar a aritwaétransfinita da topologia. Era necessario
definir o continuo, como untipo transfinito, independente de qualquer consideracdo
geometrica.

Segundo a definicdo de Dedekind, o continuo é urjunto ordenado, sem saltos (denso)
nem lacunas ( todo corte é determinado por um elterhe

Uma das propriedades do continuo éN&XTENSIVEL , isto €, qualquer corte satisfaz
a seguinte condicdo: é determinado por um elem@gmtoonjunto, que € o ultimo da primeira
classe ou o primeiro da segunda classe. Os nunmagiamais ndo satisfazem essa condicéo, sédo

naoc-inextensiveis, ou seja, sdo extensiveis.
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Todo numero racional corresponde a um corte, reas todo corte corresponde a um
namero racional. Esta propriedade que nem todesras produzem ndameros racionais consiste
na incompletude ou descontinuidade do dominio destos racionais.

Um numero irracional € o valor de um ponto no guralcorte divide a reta numerada em
um conjunto A e um conjunto B que ndo tém maior nenor elemento respectivamente.

O corte mais famoso, e que sempre é citado como@aet o que considera como ponto
de corte o valor de x, positivo, tal que=x2, que é um nimero sabidamente nao racional.

E esta definicdo que cria 0 CONTINUUM, isto é,omjanto de todos 0s nimeros reais e
transforma a reta numerada em reta real.

Galileu, Leibniz e Bolzano propunham que a contade da reta numérica estava
baseada na densidade dos numeros racionais, meeasljue esta condicdo ndo é suficiente.
Cantor acreditava que as propriedades do contiaoordam do Axioma de Arquimedé= da
cardinalidade do continuo.

Um exemplo de um conjunto que tem a poténcia déirmom mas ndo € continuo nem
conexo, € o Conjunto Ternario de Cantor. Este cdojmdo é denso em nenhum intervalo, &
fechado, perfeito e todos os seus pontos sdo pdatasumulacdo. Além disso, por incrivel que
possa parecer, possui medida nula.

Este exemplo nos da uma prova que a poténcia deonjunto ndo tem nada a ver com

suas propriedades geométricas, como, por exemyaanedida.

2 Dados dois segmentos A e B, considerando-se o ramemto de A menor que o comprimento de B, sempre é
possivel se obter um segmento maior que B tragaadoum numero suficiente de vezes. Algebricampateemos
escrever que num espaco arquimediano se a < b potonos escrever quea > b para algum n suficientemente
grande.
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. c, C c -
O Conjunto de Cantoz = 31 +2 4 ... +3—[‘] +.... em que os coeficienteg, podem ser O

ou 2 e no qual a série pode sempostade um numero finito ou infinito de membros, foi
definido por Cantor, nGrundlagen[1883, p.407].
Consideremos um conjunto M, ndo necessariamenteobg@mado. Ele sera continuo e
terd o tipo ordenad@® se tiver as seguintes propriedades:
« E um conjunto perfeito.
« Contém um conjunto S enumeravel, denso em M.
Cantor mostrou que estas duas condi¢cdes eramesuési para caracterizar o tipo ordifial
do continuum linear.[CANTOR, p.134, 1955, origidal 1895]
O tipo ordinal para o intervalo aberto ]0,1[ eleo@inou de\, de modo que o intervalo
fechado [0;1] tem o tipo ordinal 1+ 1 =6.
Em um artigo, publicado em margo de 1882 [(16)ista [L.9], Cantor argumenta que, em
espacos de dimensdo maior que 1, movimentos costig@io possiveis em espacgos de onde
foram retirados conjuntos densos, tendo a propieedde ser enumeravel, ou seja, se

considerarmos um conjuntG,, de dimenséo & 2, e retirarmos um conjunt™ , como por

exemplo, o sistema de pontos cujascoordenadas sao numeros algébricos, o conjunto

A=G,- M néo deixa de ser continuo e conexo. Em outras raalagois pontos quaisquer N e

N’ do conjunto A podem sempre ser ligados por uma linha continuajes todos os seus
pontos pertencem ao conjunfo, de modo que ndo contenha um sé pontdide
Cantor de alguma maneira sentia que a naturezauddarmaterial possuia uma ligacao

com estas estruturas que tinham, como exemploipainma sua teoria, a distincdo entre o
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discreto e o continuo. Em uma carta para Kuadswitz®, com a data de 15 de fevereiro de
1884, Cantor diz acreditar que, no seu artiayndlagen ele tenha solucionado o desafio de
determinar as varias valéncias ou poténcias deuctmy presentes em toda a Natureza (na
medida que possamos conhecé-las).[DAUBEN, p.290]19

Em outro artigo nd\cta Mathematic& [(23) da lista 1.9], datado de 1885, Cantomadir
gue a poténcia da matéria seria a primeira, a dmeravel, ja a segunda poténcia, a do continuo,

pertenceria ao éter.

N&o se deve dizer quatros (tipos de) matéria nao poderiam ter sido criadasnfjesmo que nao
foram criadas) pelo Criador, mas s6 que aqueles sigbstratos parecem ser suficientes para
explicar todass aparéncias percebidas até aqui observadasNaturezay.

Além disso, no artigo de 1887 [(24) da lista 19§ escreve:

Em certo sentido pode-se examinar todo tipo denorciemo um composto deatéria e formaas
unidades diferenciadas conceitualmente contidas cmistituem a matéria enquanto que a ordem
entre elas é o correspondente & férma

Cantor chegou a essas conclusdes, baseando-seterasacomo Faraday, Ampere,
Weber e Cauchy. Mas foi Leibniz sua principal fodéeinspiracdo e que o induziu a chamar os
componentes Gltimos da matéria de MONADAS: semnséte, perfeitamente comparaveis aos
pontos matematicos e se dividiam em moénadas caspa@m poténcia equivalente ao cardinal
transfinitox, € monadas de éter, relacionadas;ao

Cantor acrescentou que esta dicotomia entre ma&é&ter estava perfeitamente de acordo
com os principios da fisica contemporaneos, pregatio a opinido de que as duas poténcias
estavam perfeitamente adequadas para explicar waldendmenos da natureza, conhecidos

naquele tempo.

%3 Kurd Lasswitz (1848 — 1910) — cientista alemé&o e escritor desite ficcdo cientifica.

% It ought not to be said thather (kinds of) matter could not have been createde(@n that they have not been
created) by the Creator, but only that those substratesseem to be sufficient texplain all the perceived
appearances thus far observéd Nature). [DAUBEN, p.295, 1990]
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3.3 HIPOTESE DO CONTINUO

3.3.1 Enunciado e consequéncias da Hipotese do Continuo

Com a descoberta que existiam infinitos diferen@ntor levantou uma conjetura, que
seria 0 germe do que ficou conhecido mais tardeocantip6tese do Contintfo e diz que
conjuntos lineares de pontos consistiriam de apdnas classes. A primeira incluiria todos os
espacos que podem ser dados sob a forma de um@ofdecv, na qualv percorre todos os
inteiros positivos. A segunda classe é formadaagoeles conjuntos que sdo redutiveis a forma
de uma funcéo d& em queO< x<1é um valor real. Correspondendo a estas duas sglasse

temos somente duas poténcias do infinito para otoguineares (1877).

Alguns anos mais tarde, em uma carta de Cantorpadlekind, com a data de novembro
de 1882, ele escreve 0 seguinte teorema, que dmolecido comdeorema das Duas Classes
Todo subconjunto infinito d&R ou € enumeravel ou tem a poténcia do continuo,vgo®s

denotar pela letra. Esta foi a formulacao original da Hipotese do tGaro.

Outra versdo para a Hipotese do ContinuoRé:tem a poténcia da segunda classe
numeérica, pois ja sabemos que Cantor demonstrolaggegunda classe numérica € a menor

poténcia que segue depois da poténcia da prinlasaecnumeérica.
Usando a notagéo dos alefs, de 1895, a HipoteSmdinuo fica assim:
2 =0,=c

Isso significa que, nestas circunstancias, a p@éde continuo vem logo depois da

poténcia do infinito enumeravel.

*|n a certain sense these order types may regasiaccomposite ahatterandform; the conceptually distinct units
contained therein comprise thmatter, while the order of these elements correspondseioform. [CANTOR, 1887,
apud DAUBEN, p.293, 1990]
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Esta afirmacéo pode ser estendida, afirmando-s@ goajunto de todas as funcdes reais
tem a poténcia da terceira classe numérica, oy sgja=0,. Deste modo, o conjunto das

fungOes reais teria a proxima poténcia depoiSide

Fazendo uma generalizacao temadipotese do Continuo Generalizadagque afirma

que: Para todo cardinal infinita, ndo existe nenhumtal quem <n < 2". [MOORE, p. 334]

Na notacao dos alefs fica: 2 =0

n+l "

Considerando-se entdo que a Hipotese do Continaoveedadeira, a sequéncia dos
cardinais transfinitos ficaria assim;c, f,..., ondea é a poténcia dos numerakyébricos c € a
poténcia daontinuo ef é a poténcia ddsin¢gdesreais no intervalo [0,1], ndo existindo nenhuma
poténcia entre um numero cardinal e outro.

Para a demonstracdo que a poténcia do conjunttudedes, € maior que a poténcia do
continuoc, usamos o famosmétodo diagona) inventado por Cantor, em um artigo intitulado
Sobre uma questao fundamental da teoria das migitpldes[(25) da lista 1.9], publicado em
1891.

Vejamos esta demonstragao a seguir:

Que esse conjunto tem pelo menos a potéo@aobvio, basta considerar as funcdes
f(x) = k, onde k é uma constante no intervalo [[OF&alta provar que o conjunto das func¢des nao
€ equivalente ao continuo.

Suponhamos que ele seja equivalente ao contint@&o énpossivel criar uma funcéo
biunivoca entre as funcdes f(x) e os pontos z tervalo [0, 1]. Denote por,(k) a funcéo

relacionada ao numero z. Agora construa uma fumggdp no intervalo 0< z < 1, com a

%5 O termo ‘problema do continuo’ foi introduzido pefacio da Dissertacéo de F. Bernstein (1901 xpkesséo
‘hipétese do continuo’ € devida a Hausdorff (1908RATTAN-GUINNESS, p. 116, 2000]
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propriedade que, para todo ponto z, g#)(z). Como g(z) é também uma funcado definida no
intervalo [0, 1], ela tem que coincidir com umadaa f(x); portanto, em particular, g(u) ().
Isto, entretanto ndo pode acontecer pela defirigdg(z). Logo, a suposi¢cdo que o conjunto de
nossas fungdes € equivalente ao continuo leva aomedicdo.[KAMKE]

Em uma das vérias cartas a Mittag-Leffler, Cantorter trabalhado um longo tempo no
problema do continuo, mas sem sucesso. No peri@doaib de 1883 a novembro de 1884 ele
descreve com detalhes sua mudanca de idéia emaafermegar a validade da Hipdtese do
Continuo.

No artigo intituladoSobre a poténcia dos conjuntos perfeitos de pof{® da lista
1.9)], extraido de uma dessas cartas, comecamtasitas publicas de Cantor para demonstrar a
Hipotese do Continuo. Neste artigo ele se limita @onjuntos de pontos lineares e prova o
teorema que todos os conjuntos perfeitos de pa@tos poténcia do continuo. Para demonstrar
a Hipdtese do Continuo, Cantor tem que mostraoani& a poténcia dos conjuntos perfeitos de
pontos é a da segunda classe. Ainda neste artigap®& nota de rodapé, Mittag-Leffler escreve
que: O Sr. lvaBendixson (1861 — 1935) a convite de Cantor provou este teorema abralegen

0 caso de um conjunto perfeito midimensodes.

Um outro teorema, que trazia um resultado bastauat@issor, originalmente formulado
por Cantor, ndGrundlagen continha um erro que foi detectado por BendixsmnartigoSobre
0s conjuntos infinitos e lineares de pontos. Paftg(21) da lista 1.9]Cantor reformulou esse

teorema que, atualmente, é conhecido como Teoren@adtor-Bendixson: Todo subconjunto

fechado de R" pode ser decomposto em um conjunto perfeito e upnmjugto

enumeravel.[MOORE, p.35]
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Em novembro de 1884, Cantor tenta ssmessgublicar o artigoPrincipios de uma
teoria dos tipos ordinaif{22) da lista (1.9)], que somente seria publicaddAM 124, em 1970,
muito depois de sua morte. A justificativa do editdittag-Leffler, para a ndo publicacdo deste
artigo foi exatamente a falta de um resultado ecgncobre o problema do continuo.

Ao contrario de Cantor, Godel achava que a Hipadeséontinuo era falsa e que existiria
uma infinidade de infinitos do tipo-Zer&paninhados entrg, e ¢, e que, mais cedo ou mais
tarde um principio seria encontrado provando MIBILLACE, p. 305, 2003]

Cantor pressupunha existir uma ‘teoria dos congintoica, exatamente como uma teoria
Unica para 0s nameros reais.

Em contraposicéo, AlonzGhurch (1903 — 1995) questionava que poderia existir mhais
uma segunda classe numérica em diferentes univdmsascurso, exatamente como existiam
geometrias diferentes, mas consistentes.

Trés décadas depois, Fraenkel elaborou esta amatogie Geometria e Teoria dos
Conjuntos; a Geometria absoluta, também chamadan@ea neutra, que corresponde a
Geometria Euclidiana, sem o Quinto postulado, iesteglacionada com o sistema ZF. A
Geometria Euclidiana corresponderia a ZF com o #aada Escolha e as geometrias néo-
euclidianas estariam relacionadas ao sistema ZFatgum principio que negasse o Axioma da

Escolha.[MOORE, p.248]

No ano 2000, HughVoodin [2001], apresentou uma conferéncia, mostrando starsa

axiomatico, em que a Hipotese do Continuo era.félssumindo o Maximo de Martin, ele faz

" Matematico sueco que influenciado pelas idéiasCdator estudou Teoria dos Conjuntos, Fundamentos da
Matemética e Topologia de conjunto de pontos. Datexkemplo de um conjunto perfeito e desconexoratife do
Conjunto Ternario, criado por Cantor, que tem essa@mas propriedades.

%8 para mais detalhes ir ao apéndice D.
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com que o numerdl, seja “pequeno” o suficiente, de modo que o contisejall,. Ou seja:

2% =0,.

3.3.2Tentativas para demonstrar a Hipotese do Continuo
As tentativas de Cantor em demonstrar a Hip6teseodtinuo geraram um dos mais
profundos trabalhos em teoria dos conjuntos.

Consideremos as seguintes identidades:
(1) c como a poténcia do conjunto de todos 0s humeros s é,ﬁ =c.
(2) 8, como o conjunto-poténcia ag, isto é,x1= 2, em quex; € a poténcia da segunda classe
numeérica.

(3) A poténcia dezZ(x;) como a mesma do conjunto de todostipes ordenados que tém

poténciaxo, isto €,Z(0,) =T{,).

O problema é que Cantor ndo conseguiu provar exéarentre essas trés identidades.

De (1) e (2) temos que, se considerarmos a pat&icontinuo como a poténcia da
segunda classe numérica, entéic; 2°° = c que é a Hipdtese do Continuo. Vamos ver a seguir
onde entra a terceira afirmacéo.

No Beitrage[ CANTOR, 1897, apud 1915], Cantor foi capaz deude@dduas coisas:

(a) Ndo existe maneira @deser maior que™, isto éc < 2.
(b) Se existir algum infinito maior qug, mas menor gque, este conjunto tem que ser o0 nao-

enumeravel, da segunda classe numeérigg.(
Se Cantor conseguisse provar que (2) e (3) eraimadentes, isto &, qug = 2", entdo

por (b) ele provaria quedo existe conjunto intermediario entrg e ¢, 0 que acarretaria que

¢ = x..[WALLACE, p.300, 2003]
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E importante lembrar que Z(), conjunto dos ordinais de poténs@é um subconjunto
de T(d,) conjunto dos tipos ordinais, ja que somente peem ao primeiro conjunto o0s tipos

ordenados que sdo bem-ordenados e que Cantor chdemaawimeros ordinais, ou seja,

Z(0,)sT(@,).
Em [HAUSDORFF, 1957,%ed. de 1914f temos o seguinte teorema:

O conjunto dos tipos contaveis ¥g{ tem a cardinalidade do continuum, isto é,

T@O,)=0O=c.

Demonstracdo: O limite superior da cardinalidade cdnjunto das diversas ordens
(permutacgdes) de um conjunto A carelementos é°Z2. Pois (A, A), que tem cardinalidade
a.a=4& é o conjunto de todos os pares (a, b) de iguaigistintos elementos de A; e o
conjunto ordenado P (permutacdes) € um subconpimt@, A). Existem 22 subconjuntos de
(A, A) e assim no maximo®2 conjuntos ordenados, ou distintas ordens de P.

Por exemplo, para um conjunto finito mlelementos, o nimero de ordens distintas é:

N=1x2x3x..x(n=-1)xn<2

Todo tipoa tem um numero cardinal definidm Os vérios tipos de cardinalidade
formam a classe de tiposa)f para obter esta classe, precisamos somenteasrdenconjunto
fixo A de cardinalidadex de todos os modos possiveis, onde ordenacfesgrddsr claro, ndo
necessariamente nos dao tipos distintos.

A classe dos tipos de cardinalidade finita)T6 = 1, 2, 3, ... sempre contém somente um
tipo n. Mas os tipos pertencentes &) 0s jA& conhecemos uma quantidade infinita, arsabe
o +1,® +2, ..0 + ®, ® , 1 entre outros. Os tipos {1, 2, 3, 4, ....} e {2,314,....} por exemplo,

sdo iguais a.
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Como visto acima, existem no maxirgo’™® = 2" =0 tipos contaveis distintos, isto &,

T(TO) <tl=c.
Por outro lado, seja= ® + o o tipo ordenado {...-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3,....3dioteiros
em sua ordem natural, e considare (a, &, &,...) uma seqiéncia de nimeros naturais, e tome
a=a+té+tati+tati+... um tipo, obviamente contavel, determinpdla seqtiéncia. Se
nés pudermos mostrar qae um de cada vez, determina a seqiéagiato €, que existe uma

correspondéncia biunivoca entiee o, entdo nds provamos também que existem pelo menos

O, =0=c tipos contaveis distintos e, pelo Teorema da Ed@incia, que existem

precisamenté] deles.
Assim, nos temos que provar quese by + £+ b+ E+ b3+ &+ ... ea = B entdo
a=b.a=h.. Isto segue da seguinte afirmacao:
. SeA +A; LB+ By eseAe B sao finitos e Ae B, ndo tem primeiro elemento, entéo
A OB, e A, OB,.
Pela aplicacdo de similaridade, um elementd IB; ndo pode ser imagem de um
elemento allA; porque btem somente uma quantidade finita de elemento® guecedem
(e possivelmente nenhum), enquanto uma quantid#deta de elementos precedem a
Analogamente nenhum pode corresponder ag a
Assim, 0 atem que corresponder ag b @ ao b.
ii. SeA+A; [B;+ By, eseAe B sao do tipd, entdoA, UB,.
Aqui novamente, nenhum lpode corresponder a um, a@esde que o conjunto dos
elementos que precedem @ntém um subconjunto (Asem ultimo elemento, enquanto o

conjunto dos elementos que precedang lao tipow* e ndo tem nenhum subconjunto sem

¥ Também em FRAENKEL, p.147, 1961.
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ultimo elemento (exceto é claro o conjunto vazivamente, conseqlentementetédm que
ser aplicado sobre; A, sobre B.

Por (i), consequentemente, segue;deéat ... =h +& + ... que:
a=bh;E+tat+i+..=E+p+E+..., eentdo, por (i), quea+...=b+&+ .., entdo
novamente que;a by, e assim por diante.

Por exemplo, as seqiéncias (2, 1, 5, ...) e @,,.2) geram 0s seguintes tipos ordenados

gue claramentado sao similares:

(a0, & &, & ay, &, &, &,3,5.....) € (B & by & by bs b brbs & .....)

3.4 NOCOES SOBRE O INDECIDIVEL
Inicialmente vamos definir alguns conceitos queeerao no texto a seguir.

Sistema formal € uma colec¢éo finita de simbolos e regras pre@aas manipulacdo
desses simbolos, com o objetivo de formar certabir@mcdes, chamadssoremas

Em um sistema formal, todo teorema é uma verdads, em 1931, Godel descobriu que
a reciproca nao € verdadeira, isto €, nem todasierd um teorema.

Um sistema formal é ditoonsistente livre de contradicBes quando, dada uma declaracéo
A, temos que ou A € verdadeira ou ndo-A é verdapse ocorrer das duas serem verdadeiras
dizemos que o sistemadr&onsistente

Um sistema formal €ompleto quando todas as afirmagcbes que sdo verdadeimas (e
algum mundo imaginavel) e que podem ser expressas cadeias bem formadas do sistema,

sdo teoremas, isto é, podem ser provadas.
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Quando existirem afirmacfes dentro de um sistemadloque ndo podem ser nem
provadas nem refutadas, chamaremos essas afirnageideecidiveise diremos que o sistema é
incompleto.

O Teorema da Incompletude de Gddel para um sistemmaal qualquer, grande o

suficiente para conter a aritméfi€adiz o seguinte:

Existe uma declaracdo A em Z tal que nem A nemAndmdem ser provadas dos axiomas

de Z.

A Hipétese do Continuo é um exemplo de uma prgaosindecidivel: sua negacao, bem

como sua afirmacgéo sdo compativeis com a Teori&dogintos.

Em 1938, Kurt Godel provou a consisténcia tantoAdeoma da Escolha como da
Hipotese do Continuo Generalizada, ou seja, todtefoacom os postulados usuais da teoria dos
conjuntos, tem um submodelo em que ambos, o Axitartascolha e a Hipotese do Continuo séo

verdadeiros.

Em 1963, Paul Cohen provou que a negacdo da Hgdte€ontinuo Generalizada pode

também ser acrescentada a ZFS (Zermelo-Fraenk&f8keem trazer contradicdes.

Atualmente existem sistemas axiomaticos alternativas quais a Hipotese do Continuo
e/ou o0 Axioma da Escolha néo sao vélidos. Coheoadipaz de provar que, mesmo acrescentando
o0 Axioma da Escolha aos axiomas de ZFS, ainda assilipotese do continuo Generalizada nédo
poderia ser provada, 0 que estabelece que o Axilarascolha e a Hipotese do Continuo séo

independentes.

As provas de Godel e Cohen, juntas, estabelecemeoégagora conhecido como a

INDEPENDENCIA da Hipdtese do Continuo, significargiee ela ocupa um lugar semelhante
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ao Axioma das Paralelas em relacdo a Geometriaoegpade ser provada nem refutada dos
axiomas da teoria dos conjuntos tida como padrame®mo ocorre para o Axioma da Escolha

que é tao vital para as demonstracdes de Cantarowadvem o Argumento Diagonal.

3.5 TOPOLOGIA DA RETA

A reta ou qualquer intervalo dela sdo os exemplas mimples quando se pensa num
espacgo topolégico continuo. Para Cantor, 0 contiseocaracterizava como um conjunto
topologicamente perfeito e conexo.

E importante observar que o fato de um conjunt@edeito, e por isso, ter a poténcia do
continuo nédo significa que este conjunto seja nantiEsta € uma condi¢do necesséria mas néo
suficiente; € essencial que o0 conjunto seja conérmo ja dissemos anteriormente, o Conjunto
Ternario de Cantor € um exemplo de conjunto pexfeiie tem a poténcia do continuo, mas néo
€ continuo.

Com o objetivo de mostrar que todo nimero cardinbh que ser um alef, e que nenhum
conjunto poderia estar fora da colegéide todos 0s nimeros cardinais, era necessariganost
gue todos os conjuntos poderiam ser bem-ordenaudaindo o continuo. Cantor aceitava o
Axioma da Escolha e o Teorema da Boa-Ordenacdo codogmaticos e que, portanto,
dispensavam demonstracdes.

Quando, em 1904, J. Konig apresentou uma demoéastrgge a cardinalidade do
continuo ndo era um alef, Cantor de algum modadwsgaoe Deus ndo permitiria que seus erros
fossem revelados desta maneira.[ KOVALEWSKY, G. 1@fud DAUBEN p.248]

A seguir, um esboco de como foi a demonstracdo gad&onig de que a poténcia do

continuo ndo é um alef [FERREIROS, p.459, 2004]:

89 Contém pelo menos os nimeros naturais e as opsrdetadicdo e multiplicagéo.
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Konig demonstrou que a son@ade uma sucessao crescente de cardinais transfinito

satisfaz a desigualdade® > a. Além disso, comd] prw =05 +0,, + ..entdo deve cumprir a

desigualdadél'?

Brw

>Upe (D)
Continuando, Konig apelava para uma equacdo dadiia dos cardinais transfinitos,

demonstrada por Bernsteiif° =0, .27 (2)

Supondo entdo que o cardinal do contine=2" fosse um alef, digamos

¢ =0,,poderiamos substituir na equagaol(Z)por U ,, , € obtermos:

0% 2% =0

fo =0 O, =04, que contradiz o resultado (1) de Konig. Portanto,

B B
conclui ele, o suposto cantoriano de que o cardio&iontinuo é um alef resulta contraditério.

Rapidamente, provou-se que havia um erro nestardgragéo, baseado no que Gerhard
Kowalewsky, que apresentou a sessdo onde Konigsdeuartigo, Dauben, afirmando que
Zermelo encontrou o erro no dia seguinte ao daeténtia, escreveu: Menos de um dia depois
do fato, Zermelo demonstrou que Konig usou o redolt de Bernstein de maneira
imprépria.[DAUBEN, p.249, 1990]

Além disso, Ferreirds [2004] afirma que, segundidkénti [2002], Hausdorff mandou uma
carta a Hilbert, datada com o dia 29 de setembrt00d, onde chega a conclusédo de que o erro
na demonstracdo de Konig estava na tese de Berngtejue sua equacdo, demonstrada por

inducao transfinita, provavelmente ndo era validieardinais limite. E este era precisamente o

caso que Konig aplicava ao resultado, ja que dstui 0, por 0 ,,,, em que o indice

designa um ordinal limite.

Considerando que o erro na demonstracdo de Konekroberto antes do término do

Congresso, a versdo impressa da conferéncia dey Kimiclui somente qué™ ndo pode ser
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igual a qualquefl ,, e provisoriamente, se a formula de Bernstein eetaara ordinais limite

entdo02™ nao pode ser um alef. [DAUBEN, p.247, 1990]

3.6  NOCOES SOBRE OS INFINITESIMAIS

Por mais paradoxal que possa parecer, Cantor sehapa idéia de que os infinitesimais
pudessem realmente existir; 0 seu argumento era quceito de infinitesimal ia de encontro ao
Principio Arquimediano, que afirma que se a < berexiste um nimero natural n tal que n.a > b.

Apesar de Cantor pregar a ‘liberdade’ da mateméatieafoi incapaz de aceitar uma nova teoria
onde tal Principio ndo fosse satisfeito.

Usar os numeros transfinitos para justificar ositgsimais era para Cantor, segundo Dauben,
uma atitude irresponséavel e, sob nenhuma circutiatggoderia ser rigorosamente justificada.

Matematicos do século XIX inventaram um substitétmico para os infinitesimais: a chamada
teoria dos limites. Tao completo foi o triunfo dbiites que alguns matematicos falaram do
banimento dos infinitésimos em sua disciplina.

Em 1960, entretanto, o “fantasma” dos infinitesgr@ominou o caminho dos matematicos e
tornou-se completamente real, gracas ao trabalhidgico Abraham Robinson da Universidade de
Yale®’. Desde entdo, varios métodos tém se juntado aodméde Robinson que faz uso dos
infinitesimais.

Edward Nelson da Universidade de Princeton crioutipm de analise ndo-standard conhecida
pelo nome de TEORIA INTERNA DOS CONJUNTOS (IST).I$¢m adotou um novo significado para
definir infinitesimais. Ele acrescentou trés axisna@ conjunto dos axiomas ja existentes na maioria

dos sistemas matematicos como, por exemplo, o dmeleFraenkel. Com esses axiomas, ele

®1 para mais detalhes consultar o arfign standard Analysiescrito por Martin Davis e Reuben Hersh; Sciantifi
American, Junho de 1972.



130

introduz um novo termatandarde ndo € surpresa henhuma que os infinitesimadg@esna categoria
dosnao-standard

Nelson define um infinitesimal como um numero guoa &ntre zero e qualquer nimero standard
positivo, tdo pequeno quanto possamos concebegjaul < x <, e > 0.

E fato que dois nimeros concretos (nimeros queess@m uma quantidade) ndo podem diferir
por um infinitésimo. A consequiéncia disso é quea@ds extremos de um intervalo infinitesimal ndo
podem ser nomeados por himeros concretos, logotemalo infinitesimal ndo pode ser “capturado”
através de uma medida. Os infinitesimais permaned&m do alcance da observacao.

Dessa discussao travada, vimos claramente que falatcespaco ou tempo marcados com
nameros concretos sao pontos isolados. Uma treget@eu intervalo de tempo associado séo, de fato
densamente envolvidos por regides infinitesimais.

Semelhante ao Teorema de Bolzano-Weierstrass, tengeguinte resultado na analise néo-
standard: “todo conjunto infinito limitado possununidmero nao-standard”. Isso significa que uma
seqliéncia infinita convergente de nimeros arrasti® jde si um membro desta seqiéncia que est:
dentro dos limites de uma distancia infinitesingste ponto, todos os que se sucedem serdao namere

ndo-standard agrupados.[McLAUGHLIN, 1994]
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4 NUMEROS TRANSFINITOS: INVENCAO OU DESCOBERTA?

Os numeros sao criacdes livres do espirito humano.
Dedekind [1872]

4.1 CRIAGAO NO CAMPO DA MATEMATICA

Ha pessoas que pensam que 0s objetos matemaficos) la geometria, mas também da
aritmética, tenham existéncia prépria e ao matematabe simplesmente descobrir 0s seus
segredos. A essa Escola filosofica em que os abjaiematicos ‘existem’ sem necessidade do
Homem dé-se 0 nome de Realismo (Platonismo). kxdpé na filosofia de Platédo, as pessoas que
aceitam essa corrente de pensamento considerammtidades matematicas como ideais,
independentes do espaco e tempo fisicos, sdo gtamataveis e universais. As verdades
matematicas sdo certas e necessarias, independenurdto sensivel, que se mostra como o
inverso, incerto e relativo. Deste modo as entidadeais matematicas séo reais e precisam ser

descobertas.

Um exemplo que podemos citar para esclarecer @ ptenvista platonico € o de Hermite,
guando afirma que acredita que os numeros e furdgasalise ndo sdo produtos arbitrarios de
Nosso espirito; ele acredita que eles existamdenads com o mesmo carater de necessidade dos
objetos da realidade objetiva; nés os descobrimas estudamos como fazem os fisicos,
guimicos e zodlogos. Hermite diz: “Parece-me quéntesros tém uma existéncia fora de nés
mesmos, que se impde com a mesma necessidadeepmdatia como o sédio ou o potassio”.

Podemos dar outros exemplos de grandes descolmstagmeros irracionais comaq

representado pela letra gregae o numeraeperiano representado pela letea que definem

2 |t seems to me that the integers have an existentside ourselves which they impose with the some
predetermined necessity as sodium or potassium.[MAIE, p. 62, 2003]
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n- o

. . ) . . A . 1Y
respectivamente a razao entre o perimetro e o th@me uma circunferéncia elion (1+—] :
n

na geometria, o famosteorema de Pitagorasque diz que a soma dos quadrados dos catetos é
igual ao quadrado da hipotenusa €emrema Angular de Taleso qual afirma que a soma dos
angulos internos de um triangulo qualquer €°180n um livro sobre fractais o proprio Benoit
Mandelbroit (1924 - ) relata que ndo esperava encontrarsd@ntgriedades que o fractal criado
por ele apresentou.

O mesmo aconteceu com 0s numeros transfinitos déoCqgue independente da sua
vontade, encerravam verdades de que ele propri@daia; como a indicada na igualdade
m? = m, que pode ser interpretada como a descoberta dimaae o plano tém a mesma
cardinalidade: “Absurda questédo, declararam os méteos berlinenses, pois duas variaveis
independentes ndo podem se reduzir a uma”. [CAVER) p.52, 1938] Este exemplo nos
mostra como a intuicdo, aqui no sentido usual, camoconhecimento imediato e claro, sem
recorrer ao raciocinio, nem sempre € boa consalheir

Retomando o tépico acerca do realismo das entidad@smaticas, o oposto a isso é
também defendido. Existem pessoas que considerana qdatematica, na realidade, trabalha
com modelos que bomem cria para interpretar o que esta a sua volta e, psoa lenca mao
dos sistemas form&fscom seus axiomas e regras, ndo representativasnderealidade ideal.
Deste modo, o Teorema Angular de Tales deixa dedielo nas geometrias ndo-euclididfias
por exemplo.

Os adeptos dessa Escola Filosofica denominamesstrutivistas. Eles pensam as

estruturas matematicas como obra do Homem e, destaira, sua existéncia depende da nossa

83 Ver secéo 3.4.
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para existirem. Assim, nUmeros, conjuntos, poliggmadem ser comparados a um unicérnio ou
a uma sereia, por exemplo.

Em geral, um sistema axiomatico pode ser intergpoetie varias maneiras, ou seja, por
varios modelos. E o que acontece nos modelos dién KlePoincaré para a geometria
hiperbolic&®.

Um sistema formal é chamado categérico (monomdrfse tem um modelo e, além
disso, todos o0s seus modelos sdo isomorficos um cowutro, isto €, se existe uma
correspondéncia biunivoca entre os universos dequer dois modelos tal que todas as relacdes
e operacoes sao preservadas.

Quando se constroi um sistema formal, devem-se kewaconta argumentos fisicos e
psicolégicos na escolha dos axiomas; 0 que podersebom modelo em um certo momento
pode ser um mau modelo em outro momento. A mageima entendemos o0 mundo vai ser o
fator determinante para a escolha de um certavsséxioméatico que vai nos dar um modelo que
se adapte a esta visdo de mundo. Por exemplol seaafosse realmente plana como se pensava
antigamente, a geometria euclidiana seria um mquiefeito para estuda-la.

Conjeturas como o Axioma da Escolha e a Hip6tes€ahtinuo podem ser verdadeiras
ou nao, cada uma formando um modelo mateméaticiotdisfue pode ou ndo estar de acordo com
0 gue nds chamamos de mundo sensivel ou concreto.

Considerando o dito anteriormente, ndo se podegtanto, prescindir da consisténcia nas

construcOes de modelos e interpretacdes. Vale citar

Seria exagero, porém, supor que 0 matematico astampletamente liberto de restricbes em sua
atividade. N&o se pode comparar o matematico an@de criadora, tal como descrito pelos

%4 Geometrias em que o Quinto Postulado de Eucliiesafirma que para toda rétatodo ponto P que néo esta
sobrel existe uma Unica reta passando por P e paralelg aéo é satisfeito. Dizemos que duas retas satefzrae
elas ndo tem ponto em comum.[GREENBERG, p.19]

%5 Nesta geometria 0 Quinto Postulado de Euclidesétisuido por: Existe uma relta um ponto P que néo esta
sobrel tal que pelo menos duas retas distintas paraélpassam por P.[GREENBERG, p. 187]
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tedlogos voluntaristas, que admitem nao estardtdlametida a quaisquer peias (tdo poderosa, que
poderia transformar uma prostituta numa virgemra paar um dos classicos exemplos). Tenha a
Divindade o poder que tiver, 0 matematico estaitsug® requisito da consisténcia, ndo podendo

criar autocontradi¢gfes. [BARKER, p.98]

4.2 IDEIAS GERAIS SOBRE A FILOSOFIA DA MATEMATIA

Na virada do século XIX para o XX, alguns paradosm®0 o de Burali-Forti (1897) e o
paradoxo de Russell (1905) vieram abalar os fundtoeeda matematica e acarretaram o
desenvolvimento de algumas correntes filos6ficag ggtavam latentes. No seu artigo,
“Formalism 64, apresentado no Congresso Internacional de Lo§ledodologia e Filosofia da
Ciéncia realizado em lIsrael, no ano de 1964, AbraRabinson destaca o periodo de 1890 até
1940, como a Idade de Ouro da Filosofia da Matemattle cita como as trés principais
correntes filosoficas construtivistas: o intuicekmb, o formalismo e o logicismo, embora essas
filosofias tenham raizes que vém de épocas bemametea Idade de Ouro.

Os intuicionistas eram propensos ao finitismo e somente conjuntogo$i eram
admitidos como objetos legitimos de estudo. Ostabjmatematicos sdo entidades mentais que
NAO EXISTEM independentes de nossa habilidade desoe prova de sua existéncia em um
namero finito de passos. Kronecker, J. H. Poineaté E. J. Brouwer sdo seus representantes
mais ilustres. Em uma frase famosa, Kronecker afigue Somente os inteiros séo criados por
Deus; todo o resto é obra do HonferSeu grande sonho era basear toda a Analise matamat
nos numeros inteiros e racionais vistos como rdeaaois inteiros.

Esta teoria valoriza os sentidos e é indutivistalgmos citar duas propriedades:

(1) Qualquer afirmacdo matematica ou teorema gueaig complicado ou abstrato que a
aritmética dos inteiros tem que ser explicitamedeivada, isto é, construida da
aritmética dos inteiros via um nimero finito degusspuramente dedutivos.
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(2) Somente sdo provas validas na mateméatica aqugia sdo construtivas, com o
adjetivo aqui significando que a prova da um mémel@encontrar, isto €, uma construcao
para encontrar a entidade matematica que é corcebid

Deste ponto de vista, 0 Teorema da Boa-Ordefia¢@io é aceito pelos construtivistas,
considerando-se que ele ndo da a maneira de dorestta boa-ordenacéo; ele apenas afirma a
existéncia de uma boa-ordenacéao para todo conjintomesmo acontecendo para o Axioma da
Escolha e para toda a teoria cantoriana.

Poincaré rejeitava os axiomas de Zermelo, pois e#Es eram auto-evidentes e nao
poderia ser mostrada sua consisténcia. Para eleuamiidade infinita de elementos n&o poderia
ser concebida como um conjunto, ja que sua exist@&ma apenas potencial no sentido que os
elementos iam sendo acrescentados sem fim, naogm@sistir juntos. Ele escreveu no artigo
intitulado La logique de l'infini Eu acredito que qualquer proposicao que diz respecolecdes
infinitas ndo pode ser intuitivamente auto-evidefiBoincaré,Revue de Metaphysique et de

Morale, pp.481-482, 1909, apud Moore, p.163, 1982]

Outro exemplo € a prova por absurded(ctio ad absurdujmque néo € considerado um
procedimento valido, j& que depende logicamenteailalo Terceiro Excluido, a qual diz que
toda proposicdo matemética €, formalmente falandwerdadeira ou, se ndo é verdadeira, entao
€ falsa. Os construtivistas rejeitam a Lei do TiesceExcluido como axioma formal,
principalmente porque ndo pode ser provada cohstmeénte, isto €, ndo existe nenhum
procedimento de decisdo pelo qual podemos verifigaa alguma proposicdo P quando é

verdadeira ou falsa.[WALLACE, p. 225, 2003]

% ver secédo 3.2.11.
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Os resultados do intuicionismo foram desoladoresvalidaram grande parte da
matematica classica, ja que nesta abundam propssig@@o construtivas no sentido
intuicionista.[BABINI]

Do ponto de vista da Escola Formalista, a matemdt@via ser olhada como um jogo
puramente formal, sem conteldo empirico algum, @enaginica exigéncia era que seus axiomas
nao levassem a inconsisténcias. Elimina a intuipglofundamentos da matematica.

A matematica, da perspectiva intuicionista, assiima toda ciéncia que parte de fatos
dados, tem que ser suficientemente coerente. Modzasiéncia, podemos dizer que ela toma seu

ponto de partida de um conjunto de fatos dadosisafemente coerente.

Ela toma forma, entretanto, somente organizand® @stjunto de fatos. Esta organizacdo toma
lugar através dmétodo axiomaticaisto €, constréi-se uma estrutura l6gica de dareee modo
que relacdes entre os conceitos correspondamgdeslantre os fatos a serem organizados.

Existe uma arbitrariedade na construgdo de talitesér de conceitos: nds, entretanto, exigimos:
completude, independéncia e consisténcia.[ZACHL3}.4

Mas o Teorema da Incompletude de Godel mostravaaqueansisténcia de um sistema
formal ndo poderia ser provada exceto por métodais mpoderosos que aqueles do préprio
sistema.

Trazer para o primeiro plano as regras operat@iaieixar em segundo plano toda
interpretacao concreta dos objetos submetidosaa@&gta faz com que o formalismo aponte para
a liberdade absoluta na eleicdo desta interpretacéa eliminacdo de todo vinculo do tipo
platdnico, que mantenha atadas as mentalidadesnditatas a determinados “objetos”, por ideais
gue sejam.

Podemos ver um exemplo disso em um dos axiomassteéons ZF que vai de encontro a

definicdo dada por Cantor para conjufif@sque possibilita 0 aparecimento de alguns pamsiox

7 Por conjunto eu entendo, em geral, toda quantidadepode ser pensada como um, isto é, qualqueiniode
elementos definidos gqymr meio de uma leipodem ser limitados em um todo.[CANTQORundlagen 1883]
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Para evitar os paradoxos na Teoria dos conjunteen&lo e Fraenkel rejeitaram o principio
segundo o qual a toda condi¢cdo enunciavel corregpom conjunto cujos elementos s@o os
objetos que satisfazem aquela condicdo. Isto pbissibZermelo e Fraenkel eliminarem os
paradoxos de Cantor e de Russell. Estes paradoxasasecem se for possivel admitir que exista o
conjunto de todos os cardinais e o conjunto dest@soconjuntos que nao pertencem a si mesmos.
[BARKER, p.121]

Ao sistema ZF, ja definido no item 3.2.2, foi acesgado o Axioma da regularidade ou
fundagéo, que proibe conjuntos tais gue, o que evita a auto-referéncia.

Como Devlin [p.35] chama a nossa atenc&o: E fundtahpara a teoria dos conjuntos o
conceito de ser capaz de olhar qualquer colecabj@tos como uma entidade Unica. Antes de
formar uma colecdo de objetos, aqueles objetogténestar “disponiveis” para nés.

O logicismo foi criado por Frege, e Bertrand Rusdel um de seus maiores
representantes. Os logicistas pretendiam que tosl@®nceitos matematicos basicos pudessem
ser definidos mediante recursos puramente légiafisnavam que para a prova de todos os
teoremas, nenhum axioma além dos axiomas da l&icanhuma regra de inferéncia além
daguelas aceitas na l6gica seriam necessariossédasente, poderiamos dizer que as verdades
matematicas estariam contidas nas verdades l6gicasionando, assim a perda da autonomia da
matematica.

O “principio do circulo vicioso” diz que um elementuja definicdo implica a totalidade
dos elementos de um conjunto, ndo pode perteresteaonjunto. Este principio obrigou Russell
a desenvolver umadeoria dos Tipos .TEssa teoria, ao inveés de ter somente uma esgécie
variavel, contém uma hierarquia enumeravel de sigeivariaveis. Cada variavel pertence a um
nivel e somente um. As férmulas tém a formal....’ ou ‘.... =....". O nivel da variavel dada
esquerdo é exatamente uma unidade menor do quieelao lado direito, isto é/ X y é uma
formula se e somente se j =i+ 1'ex & uma férmula se e somente se i = j. Esta tevita as

antinomias de Russell e Cantor.
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Segundo A. Robinson, no artigo ja citado, os furefsos da matematica sdo baseados nos
seguintes pontos ou principios:

e Totalidades infinitas ndo existem em qualquer dentia palavra, isto €, realmente ou idealmente.
Mais precisamente, qualquer mencéo de totalidadiestas €, literalmente sem sentido.

* No entanto, continuaremos a tratar este assuntmatamatica “como usual”, isto €, agiremos
como se totalidades infinitas realmente existissem.

4.3 IDEIAS DE CANTOR SOBRE A FILOSOFIA DA MATEMTICA

Cantor, noGrundlageif(18) na lista 1.9)], se¢éo 8, distingue dois tigegealidade: intra-
subjetiva ou imanente, de dentro para foraapstractg — dentro do entendimento humano;

transubjetiva ou transcendente, de fora para déntamncreto) — dentro do mundo fisico.

Para ele, os objetos matematicos, especialmentaaceito de nimero, sdo do primeiro
tipo, enquanto que os objetos da fisica sdo donslegtipo e podem ser vistos como uma
realidade passageira, a qual tem que ser consalemado um quadro de eventos e relacbes do
mundo forade nosso intelecto. Estas duas espécies de dmlelstdo sempre unidas e esta

interconexao tem seu fundamento na unidadéadimao qual nds pertencemos.

Cantor preferia usar o termmatematica livre ao invés denatematica pura e dizia o
seguinte: “a matematica é plenamente livre dentresal desenvolvimento e conhece uma so6
obrigacdo: seus conceitos devem ser ndo contraditoEle usava o termo “livre” na medida

gue nao precisava se testar a realidade de secsitosn

Por outro lado, no inicio da primeira parte Beitrage[CANTOR, 1895] ele coloca trés

citacdes que mostram uma atitude completamentesciano que ele defendia:

“Hypotheses non fingo®®

%8 “Nao forjo hipoteses.” Isaac Newton.
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“Neque enim leges intellectui aut rebus damus aatram
nostrum, sed tanquam scribeae fideles ab ipsiusaeatoce latas et prolatas
excipimus et describimug®

“Veniet tempus, quo ista quae nunc latent, in luckes extrahat
et longioris zevi diligentia™

A partir das citagdes, podemos inferir que Cargoa, platdnico, apesar de defender a
liberdade de criacdo; chegou a afirmar que a diitenélos transfinitos tinha que ser como ele
definiu, e ndo de outro modo, pois ele estava aicgerde Deus e apenas servia como

intermediario de seus ensinamentos.

Na biografia escrita por Fraenkel [1930] encontrenido entanto, ndo podemos ignorar
gue existe, na obra de Cantor, um certo deseqailéintre as teses da “liberdade” da matematica
de uma parte e o fato de os objetos matematicems#ados.[apud CHARRAUD, p.154, 1994]

Em relacdo a segunda citacdo, em uma carta pataghMieffler, datada de 23 de
dezembro de 1883, Cantor reforca sua religiosigactenca em que 0s objetos matematicos sao

descobertos, dizendo-se um instrumento de Deur) asso foram Euclides e Arquimedes.

Estou longe de atribuir minhas descobertas ao ongeissoal, porque sou somente um instrumento
de uma forca maior, que continuara trabalhando idege mim, do mesmo modo que se
manifestou ha milhares de anos em Euclides e Aregem !

4.4 CONSIDERACOES FINAIS

Em uma primeira andlise, podemos ver que, de méglona os nimeros transfinitos
“criados” por Cantor, que trazem a idéia de umnitdi completo, poderiam ser aceitos pelos

intuicionistas.

8 “Ndo devemos dar arbitrariamente leis ao entendismeu as coisas, mas recebamos como escribasefiéis
copiemos estas leis reveladas pela voz da naturezaicis Bacon

"% “Tempo vira onde coisas hoje ocultas a vossossadleddo trazidas & luz.” Corinthiens, |
1| am far from attributing my discoveries to perdomerit, because | am only an instrument of a highwwer,

which will continue to work long after me, in tharse way as it manifested itself thousands of yagosin Euclid
and Archimedes. ...
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Somente como Cantor fez, aceitando a idéia de wrga fsuperior, seria possivel
conceber uma teoria em que, por exemplo, os tewe® Boa-Ordenacéao e da Escolha fossem

verdadeiros.

Como podemos ler em Nascimento Junior [p. 160]:

O principio da boa-ordem, em Cantor, é fruto dppadperspectiva teoldgica que perpassa a obra
de Cantor, os conjuntos, quaisquer que estes segég bem ordenados no pensamento de Deus e,
mesmo que a razao humana ndo compreenda comdaldda ordenacao, ela existe desde sempre
na mente divina.

Por outro lado, é dificil acreditar que a matenzééisteja ligada a fé. Pensar que existe um
Deus todo poderoso que criou 0s entes matematicabe a nos apenas desvendar 0s seus
mistérios € algo fora de cogitacdo, ndo é o quemilemos defender aqui a respeito das idéias de

Cantor e, sobretudo, acerca da natureza da matamati

Deste modo, nos parece que a resposta mais adequadaditar no formalismo de
Hilbert, e fazer como Zermelo e Fraenkel, montando sistema formal, no qual é possivel,
através da axiomatizacdo da teoria dos conjuntosiada em 1904, construir a teoria dos
numeros transfinitos, mesmo sabendo que sua cémsstdepende de sua incompletude. Assim,
enunciados como a Hipétese do Continuo e o AxiomBstolha podem ser considerados como

verdadeiros ou nao.
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5 CORRELACAO E ANALISE DAS CARTAS DE CANTOR COM SEUS
ARTIGOS E ALGUNS DESDOBRAMENTOS

Nosso objetivo neste capitulo sera tracar um garatdre as cartas que Cantor escreveu,
e 0s artigos que ele publicou. Daremos uma énfaser o periodo que vai de 1872 até 1878,
guando Cantor publica os dois artigos que discudebre a distincdo entre as poténcias do
enumeravel e do continuo e a igualdade entre agattda reta e do plano.

Por meio da andlise das cartas de Cantor, quensaoeio de comunicacdo mais pessoal,
tentaremos captar o clima que predominava no maneamnt que foram escritas, observando a
receptividade, ou ndo, que os matematicos quersespondiam com ele, tinham em aceitar suas
idéias que, naquela época, eram consideradas p@dardeles bastante revolucionarias.

No final do século XIX, a Alemanha possuia a hegeém@m relacdo a pesquisa
matematica e Nathalie Charraud [p. 35, 1994] escsebre o triunvirato berlinense formado por
Weierstrass, Kummer e Kronecker. Quando, em 188&in 73 anos, Kummer se retira da vida
académica, alegando problemas de salde, a disptran Weierstrass, que era analista, e
Kronecker, que era algebrista, se intensifica. hgiro apoiava o trabalho de Cantor, ja o

segundo o rejeitava e afirmava que todo calculoeguelvesse o infinito era sem sentido.

Para Kronecker os numeros irracionais (algébrjcdls)ipo\/i, ao invés de serem vistos
como limite de sequéncias, eram vistos como radleegquacdes com coeficientes inteiros e
bastava entéo juntar aos corpos dos racionaigizessrdessas equacdes, para se obter um novo
corpd?. Este ponto de vista construtivista é completameliferente da viséo de Weierstrass;

Kronecker defendia que tudo que dizia respeitodisspodia ser reconduzido a construcdes de

2 Conjunto munido de duas operacdes, chamadiio e multiplicacdq que satisfazem a certas condicdes,
chamadas osxiomas de corpocomo associatividade, comutatividade, elementatroee simétrico (adicao) e
inverso (multiplicacéo), além do axioma da disttidddade. [LIMA, p.49, 1978]
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ordem finitista, com a ajuda de algoritmos; é intgnate observar que desse modo 0s numeros
transcendentes ndo estéo incluidos nesse novo. corpo

Ainda com a andlise das cartas vamos respondeestagu sera possivel detectar que,
independentemente das suas correspondéncias, Gar&rconstruido com tanto sucesso sua
teoria?

Durante sua vida podemos perceber que as cartaarder tinham principalmente quatro
objetivos. A principio suas cartas eram familia@e®rmalmente enderecadas a seu pai. Algumas
destas cartas foram transcritas no primeiro captieste trabalho e notamos que elas levavam
palavras afetuosas, de um filho que foi estudagdate casa, para seus familiares.

Mais tarde, suas cartas tinham o objetivo de egpas idéias para os editores de jornais
matematicos como FeliKlein (1849 — 1925), editor dMathematiche Annalere ajudaram a
documentar a maioria do desenvolvimento matematitdosoéfico que ocorreu em uma das fases
mais importantes de seu trabalho. No periodo qudesd882 a 1883, eles trocaram mais de 40
cartas. Depois disso, Cantor se correspondeu cosueoo Mittag-Leffler , editor do Acta
Mathematicaaté 1885, mais tarde com Philipurdain’® (1879 — 1919) que, em 1915, escreveu
uma traducdo para o inglés do artigeitrage que até entdo so6 tinha sido traduzido para o
francés. No prefacio dessa traducédo, Jourdain egeaal ajuda que Cantor lhe deu por meio de
uma longa correspondéncia mantida por eles sobr@atdos agregados ocorrida muitos anos
antes’’

O terceiro objetivo de Cantor, era expor suas #dgize ainda ndo estavam totalmente

prontas em sua cabeca. A troca de opinides coramtatematicos, amigos seus, era frequiente e

3 ¢f. em GRATTAN-GUINNESS, 1972.

™ In these notes and in the Introduction | have ligeatly helped by the information that Professant@r gave me
in the course of a long correspondence on the yhebraggregates which we carried on many years ago.
[JOURDAIN, Philip. In:CANTOR, p. vi, 1915.(27) e&2na lista 1.9]
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muito fecunda e sem duvida o ajudava a amadurscéelabora ndo abordassem somente
assuntos voltados para a matematica. Dedekindeeramsrespondente principal, mas podemos
ainda citar Hermanschwarz (1843 — 1921), Charledermite (1822 — 1901), Kurd.asswitz
(1848 — 1910) e Rudokipschitz (1832 — 1903), entre outros. Finalmente, o Ultimande
matematico com quem Cantor se correspondeu, nalaéeal18(90), foi Davidilbert (1862 —
1943).

Em 1872, Cantor enviou para Dedekind seu artigbmeescritdExtensao de um teorema
da teoria das séries trigonométric§®) da lista 1.9], em que, logo na 81, ele defideneros
irracionais, utilizando sequéncias de numeros natso Por sua vez, Dedekind também enviou
seu artigoContinuidade e nameros irraciongidEDEKIND, 1872] em que definia os nimeros
reais como cortes na reta numerica, como expostayitulo 2.

Cantor demonstra sua alegria em poder compartdhas idéias com Dedekind, como
mostra uma carta de 10 de outubro de 1873, naetpiabconhece o estimulo e ensinamento que

Dedekind lhe ofereceu.

Eu vos asseguro que nada pdde me alegrar maisigteresse que tive em desperta-lo para certas
questdes de andlise; permita-me ainda acrescergaragla pdde me incitar mais a prosseguir meus
esforcos, e deixe-me pedir para continuar no future encaminhar suas observac¢des.

O quarto objetivo de Cantor foi, por meio de suagas com datas a partir de 1883,
depois da publicagdo dé&rundlagen, explicar e divulgar sua nova teoria. Entre seus
correspondentes podemos citar ConstaBtitberlet (1837 — 1928), Cardeal Baptistanzelin

(1816 — 1886) e Felisoldscheider.

> Je tiens & vous assurer que rien ne peut me réjtus que l'intérét que j'ai eu le bonheur d’élesilchez vouz
pour certaines questions d'analyse ; permettezefagouter que rien ne peut aussi m'inciter davaatagoursuivre
mes efforts, et laissez-moi vous prier de contirsuavenir a me faire parvenir vos remarque. [CHRRID, p.53,
1994]
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Em seu artigo, escrito em 18&omunicacao sobre a teoria dos transfinif(#4) da lista
1.9], ressalta a importancia de suas corresporaecpublica algumas delas, muitas vezes sem
fazer qualquer alteracéo.

Posto que tive a sorte de manter correspondéngiavados sébios, que tém dedicado um interesse
[amistoso] a meus trabalhos, e me tém dado a apddde neste caso de explicar e esclarecer o até
agora publicado de uma maneira mais compreensi@el ppdos; creio ter neste material,
proveniente de um intercambio de pensamentos vpa#ps de relagdo para ulteriores trabalhos
que interessem a um publico amplo. Quisera porragéo, em primeiro lugar e a seguir, publicar
vérias destas cartas escritas por mim, sem efetcas essenciais nelas.

Em relacdo aos desdobramentos citados no titulsedespitulo, citaremos algumas
consequéncias relativas ao Teorema de Cantor edduaanstracoes dadas para ele, diferentes da
feita por Cantor. O Teorema de Cantor que vamosi@aunesse capitulo, e que se refere a
equipoléncia de conjuntos com dimensdes distimi&s,deve ser confundido com o Teorema de
Cantor, citado na sec¢édo 3.2.13, que diz que o otmjooténcia de A tem sempre uma poténcia

maior que o conjunto A.

5.1 DISCUSSAO SOBRE A EXISTENCIA DE INFINITOS DIFERENTEE

Como vimos no capitulo 2, a partir de 1870, Cactoneca a estudar em que condi¢des a
representacdo de uma funcédo por uma série de Féufigica. Para isso, ele precisou pesquisar
como 0s numeros, que ele via como pontos perteggentima reta, se distribuiam sobre esta
reta.

Em uma carta datada de 29 de novembro de 1873,Qedakind, Cantor levanta a
guestdo da diferenca entre a natureza do disamet@lacdo ao continuo. Nesta época ele ainda
nao havia percebido que poderiam existir infindderentes, mas ja comecava a desconfiar. Ele
s6 obteve esta certeza quando conseguiu demogséar conjunto dos nimeros reais nao podia

ser colocado em correspondéncia biunivoca com gummn dos numeros naturais, que €
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enumeravel, logo o conjunto dos nimeros reaismraanjunto infinito ndo-enumeravel. A partir
dai, podia-se afirmar que, pelo menos, dois tipstintbs de infinito poderiam ocorrer.

Vamos a carta:

Permita-me submeter uma questdo que para mim termethm interesse tedrico, mas a qual eu nao
posso responder; talvez vocé possa, e seria moitodue me escrevesse sobre este assunto. Veja do
que se trata.

Tome a colecao de todos os nimeros inteiros positie os denote por (n); entdo considere a colegao
de todos os numeros reaie denote por (X); a questdo é simplesmente quéamde (x) podem se
corresponder tal que cada elemento de uma colegdesponda a um e somente um da outra? A
primeira vista podemos dizer que ndo € possivés () consiste de partes discretas enquanto (x)
forma um continuo; mas nada se ganha com estadobjegestou muito inclinado a pensar que (n) e
(x) ndo permitem tal correspondéncia univoca; em p@sso encontrar a razdo e, enquanto eu me
preocupo com ela, a razdo pode ser bem mais simples

N&o seremos também tentados a concluir a priméagt ue (n) ndo pode ser colocado em

P— . P , P X z
correspondenua univoca com o COI’IJU(‘V%@) de todos os numeros racionais? E, no entanto, ndo é
q q

dificil de mostrar que (n) pode ser colocado enresmondéncia univoca, ndo somente com este
conjunto, mas também com o conjunto mais geral:

(8yn.0)

n,n,,...,n sendo indices inteiros positivos ilimitados em qual quantidade. (cf. anexo)
Em geral, a intuicdo sobre qualquer coisa que digpeito ao infinito ndo é uma boa
conselheira. Mas, pelo menos desta vez, a intudgdGantor estava certa quando ele afirmava
gue ndo seria possivel achar uma relacdo biun&mea os naturais e 0s reais.
Analisando esta carta, percebemos que a demorstlagénumerabilidade dos racionais,

ou mais geralmente ainda, a enumerabilidade degaerakconjunto com um numero finito de

coordenadas, ja estava clara em sua mente quandsoekve:

nao é dificil de mostrar que (n) pode ser coloadocorrespondéncia univoca, ndo somente com este
conjunto, mas também com o conjunto mais geral:

(yn.0)

n,n,,...,n sendo indices inteiros positivos ilimitados em qual quantidade.

Cantor usou o termo ‘ilimitado’ significando quepode setdo grande quanto se quejra

desde que em quantidade finita.



146

Apesar de o conjunto dos racionais ser denso numondos reais, isto é, qualquer
intervalo da reta por menor que seja sempre codr@eros racionais, este fato, a densidade, nao
era uma condicao suficiente para caracterizar ¢iraom pois apesar disso, existiam “buracos”
entre os numeros racionais como previra CantorsMai que isso, nesta época, apesar de
totalmente contra a intuicdo, Cantor/Dedekind destraram que além dos racionais, o conjunto
dos numeros algébricos também era enumeravel.

Se Cantor conseguisse mostrar que ndo existigdmelgignivoca entre os algébricos e os
reais, isto é, que o conjunto dos nimeros rea@oénumeravel, ele teria uma prova inédita do
Teorema de Liouville sobre a existéncia de infgmitmimeros transcendentes. Vejamos: se nao
existe relacdo biunivoca entre os algébricos eais,rentdo o conjunto dos reais, que € unido dos
algébricos com os transcendentes, € n&o-enumerfogd, se conclui que os numeros
transcendentes € que fazem o conjunto dos numeess ser ndo-enumeravel. Ou seja, 0
conjunto dos numeros transcendentes € mais ricpa@ios do que o conjunto dos ndmeros
algébricos.

Na linguagem atual de conjuntos, considerafddpconjunto dos nimeros algébrico$ e
0 conjunto dos numeros transcendentes teriRos:AL0 T. Se o conjuntd fosse enumeravel,
isso acarretaria a enumerabilidade dos reais, goisido de dois conjuntos enumeraveis ainda

forma um conjunto enumeravel, logo o conjufittem que ser nao-enumeravel.
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Carta em que Cantor menciona a sua demonstrac@mutaerabilidade dos numeros
algébricos:

Halle, 2 de dezembro de 1873

Estou particularmente feliz de receber hoje suposta a minha lltima carta. Se te
submeti minha questéo, é porque ja me fiz estate#guarios anos e estou sempre me perguntando
se a dificuldade que eu encontrei era de natundzjats/a ou se ela é problematica por si mesma.
J4& que vocé me diz estar, também incapaz de respad posso supor que a segunda opgao € a
exata. — De resto, eu queria acrescentar que eastéo ocupado seriamente, porque ela ndo tem
interesse prético particular para mim, e eu estoaabrdo com sua opinido, quando vocé diz que
por esta razdo ela ndo merece que nos esforcenmsenhinto, seria interessante se nos
pudéssemos respondé-la; se, por exemplo, a redpsstaegativa disporiamos com isso de uma
nova demonstracao do teorema de Liouville, afirmaméxisténcia de nimeros transcendentes.

Sua demonstragdo que (n) pode ser colocado enspon@éncia univoca com 0s corpos
dos nameros algébricos é quase a mesma que aguglelneu provei minha afirmacao, contida na
minha Gltima carta. Eu coloquef + n; +...+ ' =N e ordenei em seguida os elementos.

N&o seria bom e cdbmodo que, como vocé bem fez ssdire pudéssemos falar do
enésimo numero algébrico, de tal maneira que caddales figure uma vez dentro da seqiiéncia?

Como vocé observou exatamente, nossa questdo mydéorsnulada como segue:
“Podemos colocar (n) em correspondéncia univocawrormonjunto

@)

n, n,,... sendo indices inteiros positivos ilimitados, emmetp infinito?” (cf. anexo)

Ao que tudo indica, esta carta de Dedekind na gigafaz essa importante observacéao

esta perdida. A questdo de coloagrgm correspondéncia univoca com um conjyafo, )€ a

mesma de fazer uma correspondéncia entre os mawiras fracdes continuas infinitas, que
representam 0s numeros irracionais, que era o gmzblproposto por Cantor com uma
interpretacao diferente.

Poucos dias depois da primeira carta, em 7 de depede 1873, Cantor envia para
Dedekind sua primeira demonstracdo de que ndo essivel encontrar nenhuma
correspondéncia biunivoca enfie e R . Cantor usa a idéia sugerida por Dedekind, nesta c
desaparecida citada acima, que o problema da bigagi#e os naturais e 0s reais podia se resumir

ao problema entre a bijecdo dé* e o conjunto dos numeros irracionais, , . onde

n UN*,
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Halle, 7 de dezembro de 1873

Estes ultimos dias tive tempo de estudar, de unmeeir@amais seguida, minha conjectura
da qual Ihe falei; apenas hoje terminei, me pareom este assunto. Se devia no entanto me
enganar, ndo encontraria certamente juiz mais gedié que vocé. Tomo, por conseguinte, a
liberdade de apresentar ao seu julgamento o qtei debre o papel, em toda a imperfeicédo deste
primeiro jorro.

Suponhamos que nds possamos arrumar todos os ripesdivoso < 1 em uma
sequéncia:

(I) ai,a)z,a)S,...,%,..‘

Apos o, sejam, 0 primeiro termo maior, apds este sejpo primeiro termo maior, e
i i — — 2 — 3 .
assim sucessivamente. Coloquemas):= &}, @, =W, Wy =W, etc..., e extraiamos de (I) a
sequéncia infinita :

of,af, 0. ..

Na sequéncia restante, se’;éo primeiro termo,afo primeiro termo depois dallL que
seja maior, etc... e extraiamos a segunda seqtiéncia

Continuando assim, reconhecemos que a seqiéncf@db ser decomposta em uma

infinidade de sequéncias:
(1) a{l,a)f,a)f...,aj]-],..

2 oW,
@) bk, w0,

mas, em cada uma delas, os termos crescem dads@aea a direita, temos entéo:

(A{l<a{l+1

Escolhamos agora um intervalo (p... q) de modo quauma elemento da seqiiéncia (1)
esteja contida; podemos, por exemplo, tomar (p.noghterior do intervalc(af...af) ; pode ser

entdo que todos os termos da segunda seqléndirceira, se encontrem no exterior de (p... q);
mas € necessario que haja uma primeira sequéngmnas a k-ésima, cujos termos ndo se
encontrem todos fora de (p... q); (porque se namloseros que se encontram dentro de (p... Q)
ndo estariam contidos em (I), contrariamente atbgs); pode-se entdo determinar, no interior de
(p...q), um intervalo (p’...q") tal que os termas klésima seqiiéncia sejam todos no exterior deste
intervalo.; (p'...q") se comporta evidentemente rdasma maneira relativamente as sequéncias
precedentes; mas entre as seguintes, chegara uésarid seqiéncia cujos termos nao séo todos
exteriores de (p'...q"), e nds escolheremos ent@ojnterior de (p'...q’), um terceiro intervalo
(p"...g") tal que todos os elementos da k’-ésingli€acia se encontrem no exterior deste intervalo.
Vemos assim que é possivel formar uma seqiérfoigta de intervalos:

(p-..a), (p"...q), (p"...0"), ...

onde cada um contém 0s seguintes; estes intervgllativamente a nossas sequéncias (1), (2),
(3),..., se comportam como segue:

Os termos daflda 2, ..., da (k - 1)-ésima sequiéncia est&o no extdddp...q).

Os termos da k-ésima,..., da (k’- 1)-ésima secjaéestdo no exterior de (p'...q").
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Os termos da k'-ésima, ... , da (k- 1)-ésimai@egia estdo no exterior de
(p"...q").

Mas existe semprao menosum numero, que chamangique se encontra no interior de
todos estes intervalos; vemos imediatamente geenéstera), que € evidentemente >0 e < 1, ndo
pode pertencer a nenhuma das sequéncias (1),,(®),...Assim, partindo da hip6tese que todos os
nameros > 0 e < lestdo contidos em (l), nés chegameste resultado oposto, que um nimero
determinado 0 1 < 1 n&o pertence a (l): em conseqiiéncia, estadsip& incorreta.

Eu acredito entdo ter finalmente chegado a razé® gual o conjunto chamadg) (em
minha carta anterior, ndo pode ser colocado enegpondéncia univoca com aquele designado por
(n). (cf. anexo)

Dois dias depois, Cantor escreve uma nova cartaedeind dizendo que havia

encontrado uma demonstracdo mais simples, semeasi@ade de decompor a sequéncia (I) em

subsequéncias, e, partindo diretamente @ew,,w;,....«, ,.., poderia determinar, em todo

intervalo @,...

,B), um nimera) que ndo pertenceria a (1).

Halle, 9 de dezembro de 1873

Eu ja encontrei para o teorema provado recentemanta demonstracéo simplificada,

para a qual ndo ha necessidade de decompor a seq(igem (1), (2), (3). Eu mostro diretamente
que, a partir de uma sequéncia

n

eu posso determinar, etfodo intervalo dado...3) um nimeron que ndo pertence a (l). Isto é
suficiente para deduzir que o conjunk) 1fdo pode ser posto em correspondéncia univocaocom
conjunto (), e eu concluo que existe, entre 0s sistemas @irdos de valores, diferencas
essenciais, que ndo sabia até recentemente sandausas. Peco agora desculpas por ter tomado
tanto seu tempo com este assunto. (cf. anexo)

Apesar de Cantor ter feito uma demonstracdo naiglificada em seu artigo, parece que

ele se baseou nas idéias expostas por Dedekinslj&icarta do dia 8 de dezembro. O que se tem

de concreto é que Dedekind escreve em suas ansitag@eguinte sobre a carta enviada em 7 de

dezembro:

Cantor me comunicou uma demonstragao rigorosagebtpuencontrou no mesmo dia, do teorema
seguinte no qual o conjunto dos nimeros positivesl ndo podeser posto em correspondéncia
univoca com o conjuntany.

Respondo no mesmo dia a esta carta, recebida eend@z&mbro, felicitando-o por este bonito
sucesso, “refletindo” ao mesmo tempo, sob uma formaia simplificada, sobre a parte essencial da
sua demonstracdo (que estava ainda bem complicest); apresentacdo foi transcrita, quase

'8 pierre Dugac da a entender que Dedekind comeg@seraver estes comentarios sobre suas cartas cotor,Ca
depois que ele viu suas pesquisas, opinides etfegastilizadas por Cantor sem que este menciorsgssaome.
[DUGAC, p.116]
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palavra por palavra, no artigo de Can@relle, tomo 77); no entanto, a expressdo empregada por
mim “segundo o principio de continuidade” foi editaonde ela se encontral/a!

Cantor s6 acusou o recebimento desta carta nddjgois em relacdo a carta do dia 9 de
dezembro, Dedekind escreveu, em suas anotacdes,Cquowor diz que encontrou uma
demonstragédo mais simplificada do teorema demaltstia dia 7 e ndo mencionou ter recebido
sua carta do dia 8. Dedekind ainda comentou quéCara sua carta do dia 10, agradeceu o seu
interesse pelo assunto, mas ndo mencionou a afaedersimplificada que ele tinha encontrado.

Parece-nos, entdo, que Cantor usou as idéias dekidddtanto na demonstracao sobre a
enumerabilidade do conjunto formado pelos niumelgsbeacos, como na segunda parte de seu
trabalho, em que ele demonstra a ndo-enumeratglidacconjunto dos nameros reais, segundo
Dedekind, copiando “palavra por palavra” o que le®ia escrito, com exce¢do da expressao
“segundo o principio da continuidade”.

Apesar de Cantor ndo ter pressa em publicar sig,aete mostra sua demonstracdo para
Weierstrass que o incentiva a publicar o resultatis o aconselha a suprimir, do seu artigo, a
observacdo sobre a diferenca da natur®¥esénsunterschipantre o conjunto dos numeros
naturais e o conjunto dos nameros reais; naturiegatendida no sentido da enumerabilidade ou
nao de seus elementos.

Berlim, 25 de dezembro de 1873
Embora néo tivesse a intencdo de publicar no masequestdo que recentemente debati
com vocé pela primeira vez, fui conduzido de repenfazé-lo. Com efeito, comuniquei os meus
resultados no dia 22 ao Sr. Weierstrass: mas fa#toypo para falar de maneira precisa; tive, a
partir do dia 23, a grande alegria de receber avii®, 0 que me permitiu comunicar-lhe as
demonstrag@es; sua opinido foi a de que era netegsi& publicasse sobre este assunto, o que se
refere aos numeros algébricos. Por conseguinteveéaon pequeno artigo sob o tituBobre uma

" Cantor me communique une démonstration rigoureys#é,a trouvée le méme jour, du téoréme suivaqueél
I'ensemble de tous les nombres positifs 1 ne peut pagtre mis en correspondance univoque avec I'ensefmpl
Je réponds le méme jour a cette lettre, recue Bé&mbre, en le félicitant pour ce beau succég, ¢au
« réfléchissant », sous une forme tres simplifléepartie essentielle de sa démonstration (qui éiore bien
compliquée); cette présentation a été transcritessque mot pour mot, dans l'article de Can@nelle, tomo 77);
toutefois, l'expression employé par moi « d'apegiincipe de continuité » a éte évitée la ou séetrouvait!
[CAVAILLES, p. 195, 1962]
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propriedade do conjunto dos nimeros algébricossteairigi-o ao professor Borchardt, de modo
gue considerasse a publicacdaJomal f. Math Para a redacgéo deste artigo, as vossas obsesvagde
e 0 vosso modo de expressao foram-me, como veiifn ftais. Isto € o que quis comunicar-vos.
(cf. anexo)

Logo depois, como citado na carta acima, ele pahbtic Journal fur die reine und
angewandte Mathematik 7€pnhecido comalornal de Borchardf, nome de seu editor na
época, um artigo com a demonstracdo e um titula apdopriadoSobre uma propriedade do
conjunto de todos os numeros algébricos rgéfy na lista 1.9]

Segundo Dauben, Cantor “camuflou” o titulo de stig@ que poderia ser “O conjunto
dos numeros reais é infinito ndo-enumeravel” ou dimva e independente prova da existéncia
dos numeros transcendentes”, tentando fugir déioeaegativa que ele sabia que causaria a
Kronecker. SO para se ter uma idéia de como Castava certo em relacdo a Kronecker, quando
Lindemann, em 1882, estabeleceu a transcendénaiakalenecker comentou que este resultado
nao tinha valor, ja que nimeros irracionais nasteri.

Em 1883 saiu, nécta Mathematic&, uma traducao para o francés de uma coletanea de
artigos de Cantor redigida, por um grupo de matiepsge aceita por ele. Além deste artigo de
1874 sobre numeros algébricos, este volumAata Mathematicainda incluiu os dois artigos
sobre séries trigopnométricas, de 1872, os primejuadro artigos sobre conjuntos de pontos
lineares além d&rundlagen(quinto artigo da série que trata dos conjuntopaieos lineares) e
do artigo que vamos analisar a seguir sobre a gatéle espacos com diferentes dimensbes com

o titulo,Uma contribuicéo a teoria dos conjunt@scrito em 1877.

8 Publicagdo matematica de carater periédico dempaéstigio naquela época.
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A nova teoria criada por Cantor, nesta época, agrdarecebida pelos matematicos
berlinenses com reserva, dai o conselho de Weaisssfrara que Cantor ndo desse muita énfase
ao resultado principal de seu artigo sobre a difexentre os naturais e os reais.

Este fato pode ser observado num registro feitaQamtor em uma carta para Dedekind,

de onde transcrevemos um trecho abaixo:

Berlim, 27 de dezembro de 1873
Se dei, para a publicacdo, um carater restritorthanexposicéo, isso € fundamentado, em parte,
pelas condi¢Bes reinantes aqui, e das quais reifeédvez um dia de viva voZ?

Dedekind comenta em suas anotacdes que nuncacfemupara ele sobre as “condi¢des

berlinenses” a que Cantor se referiu.

5.1.1 Demonstracdo da enumerabilidade do conjunto dos nuenos algébricos
Cantor comeca seu artigo definindo o que sédo osrosralgébricos reais e os designa
por (®) e demonstra na 81 que eles formam um conjuntmerével, isto €, um conjunto em que
seus elementos podem ser escritos como uma segliBficita do tipowi,wy, ...o,.. A seguir
demonstra que o conjunto dos numeros algébricasm@eravel, logo possui a poténgia
Seja a equacao irredutivel, ndo identicamente nula,
ao" +agi0"+...+a0+a=0.
Vamos supor, sem perda de generalidade, U paraO<i<n é verificada para o
namero algébrica.Definimos a “altura” de», como 0 nimero positivo:
N=n-1+a|+[ad+..+]a+]al
A altura é obviamente um numero inteifdl. Apenas um numero finito de polinbmios

possui a mesma altura pois<rN e todo |g < N. Reciprocamente, a um namero inteiro positivo

" Berlin, le 27 décembre 1873
Si j'ai donne, pour la publication, um caracterstrgint a mon exposeé, cela est en partie motivégsaconditions
régnant ici, et dont je vous parlerai peut-&tr¢oum de vive voix ;[CAVAILLES, p. 193, 1962]
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dado N, corresponde somente uma quantidade fieitaltheros algébricos reais tendo por altura
N.

Deste modo, aumentando a altura segundo a sequébsianimeros naturais, e
escrevendo as raizes novas, elas correspondem guantidade finita de nidmeros algébricos
distintos. Como todo polinbmio tem uma altura, todonero algébrico aparece na seqiéncia. E
isto completa a prova.

Nas anotacdes feitas por Dedekind sobre sua comé8pcia com Cantor, em relacéo a

carta de 29 de novembro de 1873, ele escreve insegu

Eu respondi a carta, que ndo sabia decidir soprameira questdo, mas ao mesmo tempo formulei
e demonstrei completamente que mesmo o conjuntmdiess os nameros algébricos, pode ser
colocado em correspondéncia da maneira indicadaococonjunto ) dos nimeros naturais (pouco
tempo depois, este teorema e sua demonstracdo fepratuzidos quase literalmente, incluindo o
termo técnico “altura”, no artigo de Cantor pubticanoJornal de Crelle volume 77, mas com a
diferenca mantida, apesar de meu conselho, de guente o conjunto de todos 0s numeros
algébricosreais € levado em consideracéo). Mas a opinido formufaatamim que a primeira
guestdo ndo merecia que se empregasse muito esfangpe ela ndo tinha nenhum interesse
pratico particular, foi refutado de forma flagrantem a demonstracdo que Cantor deu da
existéncia de nimeros transcenden@rsl(e, volume 77).

Como ja mencionamos anteriormente, esse periododoiado por algumas duvidas que
pairam sobre quem realmente demonstrou que os o&nagébricos formam um conjunto
enumeravel. Apesar de ter sido Cantor quem pubksta demonstracdo, segundo as anotacdes
feitas por Dedekind foi ele na realidade quem aegeti. Ao que tudo indica, Cantor fez uma
demonstracdo muito parecida, concomitante com Betdiekind, mas que continha um “erro”.

Com o objetivo de ordenar as n-uplés;n,;...;n,), Cantof’, ao invés de trabalhar com os
valores absolutos dos coeficienggs considerou o nimero N ¥ + i +...+ 1, em que 08y Sd0

os coeficientes inteiros da equagéo irredutivesictanada; no caso de algunserem nulos, o

8 Uma pequena parte desta demonstracdo esta naleaBantor, com a data de 2 de dezembro de 1878uerale
a menciona.
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método de Cantor falha em indicar quantos zerostasri Isso significa que, para cada N
escolhido, existe uma quantidade infinita de n-jpdaassim o método da enumeracao de Cantor
falha. Por exemplo: Para N = 2, podemos ter (1(11)}1), (1,1, 0), (1, 1, 0, 0), ou ainda (1,1, -
0, 0) e assim indefinidamente, com a quantidadezet®s que quisermos. Essas n-uplas
representam as equacdes x + 1 =0, x - 1 =20t x = 0, R + ¥ = 0 e X — ¥ = 0,
respectivamente.

A falha era certamente facil de superar, mas aonmésmpo a prova de Dedekind era mais direta,

desde que produzia diretamente uma enumeracamtindmios. Esta poderia ter sido a raz&o pela
qual Cantor a preferiu para sua publicat4o.

Na prova dada por Dedekind, ele limita o grau npdbndmio pois usa esse valor na
definicdo da “altura”, de maneira que o grau n sefapre menor ou igual a “altura” N.

Nesta época, Cantor ainda ndo tinha provado quaido tenumeravel de infinitos
enumeraveis formava ainda um infinito enumeraveleste modo, a sua demonstracao estaria
perfeita.

Apesar de Dedekind ter aconselhado Cantor a fatardemonstracdo para 0s niumeros
algébricos complexos, ele se limitou aos numemébaicos reais. Zermelo, em seus comentarios
sobre este artigo, acha estranho que Cantor ste lmos numeros algébricos reais, pois sua
demonstracdo “se aplica imediatamente a todos omenm$ algébricos reais ou
complexos”.[DUGAC, p.116]

Achamos compreensivel da parte de Cantor ter séngido aos algébricos reais, pois
seu foco era a reta real, isto €, mostrar queiaxistimeros transcendentes reais na reta e que
ndo pertenciam a sequéncia dos numeros algébga@s Cantor ndo considerou os algébricos

complexos de propésito. No entanto, na introdugdcardigo Uma contribuicdo a teoria dos
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conjuntos[(8) da lista 1.9], quando Cantor comenta sobenamerabilidade do conjunto dos
nameros algébricos, reforcando a idéia de que elensentos podem ser mostrados como uma
sequéncia simplesmente infinita, ele diz o seguEtiemesmo demonstrei que o conjurid de
todos 0s numeros algébricos reais (e poderiamossaentar: de todos os numeros algébricos

complexos) podem ser concebidos sob a forma deseqigncia com o termo gera);®?

5.1.2 Demonstracdo da ndo-enumerabilidade do conjunto dagimeros reais

Na 82 de seu artigo, Cantor demonstra que dadaseqizgncia com todos 0s niumeros
reais, sempre se pode achar um numero real queeni@mce a esta seqiéncia.

Esta demonstracdo € por contradicdo, assumindosjo@meros reais sao contaveis, isto
€, podem ser postos em sequiéncia com um indicenjlanto dos naturais:

* U, W, Ugyeenen.es N U

Cantor alegou que era possivel, dado qualquervaitedo, B[ LU R , encontrar, no
minimo, um namero real tal quen ndo esta em *.

Assumindo quex < 3, ele considerou os dois primeiros nimeros da figae caiam
dentro do intervaloo, B[ e os chamou de’, B’ respectivamente. Estes foram usados para
constituir um outro intervaloa], B[ e, procedendo analogamente, Cantor produziu uma
segliéncia de intervalos'] B[ onde o’ e B* eram os dois primeiros nimeros * contidos no

intervalo p**, p¥Y[ .

8 The flaw was certainly easy to overcome, but atstime time Dedekind’s proof was more straightfoiwsince it
yielded directly an enumeration of the polynomidlkis could have been the reason why Cantor pexfatrfor his
publication.[FERREIROS, p.358, 1993]

82 J’ai méme démontré que I'ensemhig (le tous les nombres algébriques réels (et orrgibajouter : de tous les
nombre algébriques complexes) peut se concevos koforme d’'une série avec le terme général[CANTOR,
Acta Math2, p.312, 1883]
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Existem duas possibilidades: a primeira é que,s@mero de intervalos assim construido
for finito, entdo existe, no maximo, sé mais unmaato de * que esta contido eal, |3’ e neste
caso foi facil para Cantor concluir que o numegnaoderia ser tomado neste intervalo e que nao
estava listado em *. Qualquer nimero real]a’, B'[ bastaria, ja que ndo estava listado em *,

A segunda é que, se o numero de intervalgs$][ for infinito, existem duas alternativas

para o limite: como a seqiénaia’,a”,.....a",.... € ndo decrescente e limitada dentro do iakerv
Ja, B[, ela tem que assumir um limite superior (supremqag Cantor chamou der”.

Analogamente a sequéndiap’,p”, ...p",.... tem que assumir um limite inferior (infimg@)”. Se
a”< %, entdo, como no caso finito, qualquer nimerorweal]a™, B[ nos da o namero real

necesséario ndo listado em *. Entretanto,ase =4, Cantor provou que =a”= [“ néo
poderia ser incluido como elemento de *. Ele chamos u, mas ¥, para um indicev
suficientemente grande, seria excluido de todomtesvalos §', B'[, indiferente ao indice. A
contradicdo estabelece a prova e se pode conaleirogconjunto dos nameros reais é nao-
enumeravel.

Cantor encerra o artigo fazendo uma generalizagdearema acima e coloca a data de
23 de dezembro de 1873, ou seja, menos de um rpésdia carta onde ele expde o problema

para Dedekind.

5.2 RETAE PLANO, CONJUNTOS COM MESMA POTENCIA
Se considerarmos o infinito como sendo Unico, Btotodo infinito € equivalente;
pensamento que predominava até que as idéias der@assem difundidas, era natural pensar

gue o plano e a reta possuem a mesma quantidatéainde pontos.
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Mas, a partir de 1873, com a publicacédo do artitawio acima, considerando-se, agora,
gue existem infinitos diferentes, passou a serralapensar que espacos de dimensodes diferentes
poderiam possuir quantidades diferentes de poAtoguicdo nos leva a crer que o plano deveria
entdo representar um infinito maior que a reta.

O passo seguinte, entdo, ap0s a descoberta de qummjunto dos numeros reais
representava um infinito ndo-enumeravel, maior qumfinito enumeravel dos inteiros, era
analisar se conjuntos de pontos de dimensbes rmaijpreum também poderiam representar

infinitos ainda maiores que o infinito unidimensatn

5.2.1 Comentarios sobre a troca de cartas entre Cantor Bedekind

Em janeiro de 1874, Cantor levanta a questao, e carnta para Dedekind, de uma
superficie, por exemplo, um quadrado, poder saycadlb em correspondéncia biunivoca com
uma curva, por exemplo, um segmento de reta.

Halle, 5 de janeiro de 1874

A propésito das questdes com que me ocupei neli@®si tempos, percebi que, dentro
desta ordem de idéias, se apresenta também atgeguin

Pode uma superficie (por exemplo, um quadradoviimdd a fronteira) ser colocada em
relacdo univoca com uma curva (por exemplo, um sagde reta, incluindo as extremidades), de
tal modo que a todo ponto da superficie correspontg@onto da curva e, reciprocamente, a todo
ponto da curva corresponda um ponto da superficie?

Parece-me ainda neste momento que a resposta aqus$ss8o apresenta grandes
dificuldades — se bem que, aqui também, estejaartenfente inclinados a uma respastgativa
poderiamos quase ter uma demonstracdo como supédiuanexo)

Intuitivamente Cantor estava inclinad@ensar que a resposta era negativa, que tal
correspondéncia biunivoca ndo poderia existir euqna demonstracdo seria supérflua. Alguns
meses depois ele escreve numa carta para Dedelénahg amigo seu, em Berlim, achou a idéia

absurda e comentou que duas variaveis independefitepoderiam ser reduzidas a somente

uma.
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Halle, 18 de maio 1874
Provando a necessidade de me ocupar com vocé asduatos cientificos, e entrar em relaces
pessoais mais préximos de vocé, eu desejo fazewvisitaum dia em Brunswick neste verao.
...Se vocé quiser na ocasido me responder a egiésito, eu gostaria de saber se vocé encontra a
mesma dificuldade que eu para a questdo que teipn janeiro sobre a correspondéncia entre
uma superficie e uma linha, ou se me deixei inderirerro sobre este assunto: em Berlim, meu
amigo, a quem expus a mesma dificuldade, me declque a coisa é, por assim dizer, absurda,
pois se compreende por si s6 que duas varidveepémiientes ndo podem ser reduzidas a somente
uma® (cf. anexo)

Em agosto deste mesmo ano, depois de seu casar@antor se encontra com Dedekind
em Harz e voltam a discutir sobre este problema, somnente quase trés anos depois, em junho
de 1877, Cantor responde afirmativamente a quedgimo a demonstracdo que, independente

da dimenséo, um espaco n-dimensional tem a mest@adge que a reta real.

Halle, 20 de junho de 1877
Eu gostaria de saber se vocé considera que o médbdemonstracdo aplicado por mim é
aritmeticamente rigoroso?

Trata-se de mostrar que as superficiesjobsmes e mesmo as variedades continugs a
dimens6es podem ser colocadas em correspondéne@carcom curvas continuas, portanto com
variedades a uma s6 dimenséo, como as superfisiemlumes, as variedadep @imensdes tém
também entdo a mesmapaoténciaque as curvas: esta opinido parece oposta aquelimgate
difundida, notadamente entre os representantesoda geometria, segundo a qual falamos de
variedades simplesmente, duplamente, triplamenie vezes infinita: nds representamos mesmo
algumas vezes as coisas como se obtivéssemosnitoirde pontos de uma superficie, de certo
modo, elevando ao quadrado, aquela de um cubonglevao cubo o infinito de pontos de uma
linha.

Como as variedades de um numero igual derdffes podem ser relacionadas uma a outra
analiticamente me parece que podemos colocar as questdes nnais gee eu tenho falado sob a
forma puramente aritmética seguinte:

“‘Sejamx, X,, ..., X, p grandezas variaveis reais independentes, em gise waa pode
tomar todos os valores 0 e <1. Seja y umag(+ 1)-ésima grandeza variavel real com o mesmo
dominio de variacd@< y<1.

E ent&o possivel fazer correspondgr gmndezasq, X,, ..., X, somente a grandegade tal

modo que, a cada sistema de valores determinagosx(, ..., X ), corresponda um valor

determinadoy, e que reciprocamente, a cada valor determinadmrresponda um sistema de
H t) ”

valores determinados e somente ux (X,, ..., X)) ?.

8 Halle, le 18 mai 1874

Eprouvant le besoin de m’entretenir avec vous detsiscientifiques, et d’entrer em relations pensdies plus
proches avec vous, je souhaiterais vous rendre wisijour a Brunswick cet été.

...Si vous voulez bien & la occasion me réponde @ropos, j'aimerais savoir si vous trouvez la ré&lifficulté que
moi a la question que je vous ai posée en janvielascorrespondence entre une surface et une, lognsi je me suis
laissé induire en erreur a ce sujet : a Berlin, rmmm, a qui j'ai exposé la méme difficulté, m'a théé que la chose
etait pour ainsi dire absurde, car il se compreadsoi-méme que deux variables indépendantes nespeéire
ramenées a une seule.[CAVAILLES, p.197, 1962]
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Ao que me parece, se deve respomdiemativamentea esta questd@pesar de eu ter por
muitos anos o contrario por certe isto pelas razées seguintes:

Todo nimer® < x < 1pode ser representado de uma maneira e de umé sdf@ona de uma
fracdo decimal ilimitada, seja:

x—ai+a _1+ +a_1+
‘10 16 7 Y19

onde osa, séo numeros inteirgs 0 e <9. Todo ndmero x determina dessa forma uma sequéncia

infinita a,, a,, ... e reciprocamente.
Nés podemos entdo escrever:

1

=q,,—ta,  —+..ta, —+ ...
% 10 Y10 Y10
1

=a,, —+a, —+..ta, —+ ...
X 10 **10 210

Xp :ap,lE+ap,2_16 +"'+ap,v_10 +...

Desteg numeros podemos deduzir up+( 1)-ésimo namerg:

1 1 1
=B —+B —+.+B—+
y ﬁllo ﬁZ 16 ﬁv 10

onde colocamos:
(1) IB(n—l)p+1 = a:Ln ; IB(n—l)p+2 = aZ,n;
ﬁ(n—l)pw =Agni - ﬁ(n—l)pw = ap,n :

Como todo namero inteiro positive,pode ser representado de uma e somente uma msokiea
forma:
v=(n-1)p+0 onde0<o<p.

Nos vemos que a sequéncia, B,, ... e, por conseguinte, tambérrséo plenamente determinadas
pelas equagfes (1); mas reciprocamente, se ndsgsrtio nimerogy, e por conseguinte da
sequénciag,, B,,...asp sequéncias

sdo determinadas de forma univoca pelas equacpespdr conseguinte, também psiimeros
X, X o xp.[CAVAILLES, pp. 200 a 203, 1962, cf. anexo]

Para que as idéias da demonstracao figoais claras, exemplificaremos com um ndamero
gue pertenca a um espaco tridimensional e pegaragpsmeiras quatro casas decimais de sua

expansdo decimal infinita. Agora vamos mostrar oc@dimento para um numero fixo (no
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decorrer deste trabalho veremos, com o uso do dawhqy o grafico que representa esta funcéo

no intervalo [0;1]). Vejamos um exemplo €Ri:

Seja K, X,, X;) = (727 \/2_ \/_J vamos fazer corresponder a este valor um Unikw ya
da seguinte maneira:
2 3

X, :% =0,78539816... , =~ =0,70710678... x; =~ =0,86602540...

1 1 1 1
=7—+8—+ 5—+ 3—+ ..
% 10 1C 16 14

1 1
X +0.—— +1—
2= 10 1o2 103 104

1 1 1 1
=8—+6.—+6—+0—+
% 10 1¢* ¢ 10t

O novo numero formado, sera y = 0,77880657631du..seja, Cantor teve a idéia de
pegar a primeira casa decimal da primeira coorderadgpois a primeira casa decimal da segunda
coordenada e finalmente a primeira casa decimé&trdaira coordenada. A seguir comecga tudo
novamente com as segundas casas decimais de cadar@da e assim, sucessivamente, num
processo que deve ser pensado como atual, istolgnero ndo vai se formando aos poucos, pois
isso acarretaria a necessidade de um tempo infiAiticdéia de Cantor € pensar o numero
completo, ja totalmente formado, num ato instardanea realidade atemporal. Reciprocamente,
volta-se ao espaco tridimensional fazendo o camimherso, isto é, para a primeira coordenada

se pega a primeira, quarta, sétima etc. casa dedanariavel.
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Dois dias depois, Dedekind responde a carta deo€an

A Unica objecéo que eu posso encontrar no momentua interessante argumentagao, e
que vocé descartou talvez sem dificuldade, é aisegwocé diz: “Todo numero
0< x< 1pode ser representado de uma maneira e de umd sbfeoma de uma fragcdo decimal
infinita, de tal modo que:

a. a a
X=—2+—2+ +—L+
10 10 10

onde 0s@,, s&o nimeros inteirgs0 e < 9. Cada nimero x determina dessa forma uma sequiéncia

infinita @, 5, ... e reciprocamente.” O fato de vocé colocar emiégcia a palavra “infinita” me

deixa supor que vocé exclui o caso de uma fragéia fia saber tal que um diferente de 0 ndo
seja seguido por cifras.; = a,+»>= etc. = 0, e que vocé escreve, no lugar de

a, a a 0 0 0
X=—t4+ 24+ +L 4 + + ..+ -+ ...
10 10 10 10" 107 10"
em geral
a -1 9 9 9
=14+ "2 4+ "4 —+ + ...+ -+ ..
10 10 0 16" 107 10"

excluindo assim toda possibilidade de uma duplaesgmtacdo de um sé e mesmo nimef(o
3
namero x = 0, ele préprio, seria, no entanto, EmAdo sob a forma 0,0000...; mas 91%:: 0,3

seria representado sob a forma 0,2999...).

Se esta € a sua opinido (poderemos naturalmenb&tamxcluir o caso onde, a partir de uma certa
posicdo, ndo se apresenta a cifra 9; mas as carsegs seriam similares), entdo minha objecéo é
a seguinte. Eu me limito por simplicidade ao gaso2 e coloco:

a. a

X=—+—2+.=00aa,.q, ..
10 106 ey
B B

:—+—+...:0, P,

€ eu construo como vocé, a partir destes dois mgrgy, um terceiro nimero

z2=0,) Y,V

em que
Vvi=a, V,=B, V=0,
y4 =ﬂ21---, VZV_lz av y y2/ = ﬂv yueny

de tal modo que é uma func@o bem determinada de duas varidvettnoasx ey, e contida no

mesmo intervalo @ < 7 <1). Mas existe entdo uma infinidade de fragGes viidas as quaiz
nao serdamaisigual, por exemplo:

0,47831050700a,0a,0..,0...
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e mesmo toda fragéo,y,y,y...., a qual, a partir de um lugar determinado, sgja, sejay, €

sempre = 0; pois se nés quisermos tirar inversamentlor dex e dey de um tal valor de, nés
chegaremos a um valor d®u dey ausente (excluido).
Eu ndo sei se minha objecdo é de uma importassieneial para sua idéia, mas eu ndo
quero guarda-la para mim.
Brunswick, 22 de junho de 1877.[CAVAILLES, p.20362]

Cantor havia usado para representar os numeros neaiintervalo [0,1] as fracOes
decimais infinitaso = Og; 0y oz...... em que X op < 9 sdo numeros inteiros. Entretanto,

Dedekind encontrou uma pequena falha nesta deragasir pois Cantor havia excluido as

fracdes finitas, como por exemplel)?’— = 0,3 = 0,300000... que néo poderiam ocorrer. ND se

0
lugar ele escrevia 0,299999... Dedekind argumentatdoe que numeros como
0,47805070903020... onde h& uma alternadncia dealgarismo e 0 zero ndo seriam jamais
obtidos.

Observando o artigo que Cantor escreveu logo depode se perceber facilmente como
as sugestdes e criticas dadas por Dedekind inferanc o pensamento de Cantor. Na secédo 7 de
seu artigo, Cantor reescreve textualmente as dagefditas por Dedekind.[DUGAC, p. 120,
1976]

Cantor inicia esta secdo com as seguintes palavras

O pensamento que vem naturalmente é escolher, gpatamonstracdo de (A) a forma de
representacdo das fragcdes decimais infinitas nar ldgs fracdesontinuasque nds empregamos;
pareceria que este método nos conduziria prontanaenobjetivo; mas, pelo contrario, ele acarreta
uma dificuldade sobre a qual quero chamar a ateagéip e é a razdo que me fez renunciar neste
trabalho ao emprego das fracdes decirffais.

8 |_a pensée viendrait naturellement de choisir, p@aémonstration de (A) la forme de representadiem fractions
décimalednfinies au lieu des fractionsontinuesgue nous avons employées ; il semblerait que cedtbode nous
aurait conduit plus promptement au but ; mais aureae elle entraine avec elle une difficulté Equelle je veux
attirer l'attention ici; et c'est la raison qui an'fait renoncer dans ce travail a I'emploi des tfoms
décimales.[CANTOR, p. 32#cta Mathematic2, 1883]
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A partir dai ele repete, em seu artigo, o texteatéa de Dedekind, escrita em 22 de junho
e ja transcrita acima.

No dia seguinte, Cantor responde a Dedekind:

(Carta; selo do correio de 23-6-77)
Vocé infelizmente tem toda a razdo com sua objefdlizmente ela alcanga apenas a
demonstragdo, e ndo o tema propriamente dito; deito,eeu demonstregde uma certa maneira,

maisdo que queria demonstrar, uma vez que coloco uensisx, X,, ..., X, de variaveis reais

(=0e <1) sem outra restricdo em correspondéncia univogelsna variavey, que esta contida
no mesmo intervalo § toma todos os valores com excecdo de alguns delgsg”; mas os
valoresy’ que ele toma efetivamente, ele os t@eado somente uma ye&zisto, me parece, é 0
essencial. Pois eu posso entdo encogitram relacdo univoca com uma outra grandege toma
todos os valorez Oe <1.

Estou contente que vocé nao teve até o presensedifadente a objetar; eu me permitirei
escrever-lhe com mais detalhes sobre este asgahtanexo)

O que Cantor quis dizer com “eu demonstds, uma certa maneira, mado que eu
gueria demonstrar” € que, na realidade, ele ohieve funcéo injetiva que relacionava o plano
com a reta. Entretanto, como Dedekind assinalota &scdo ndo era sobrejetiva, isto é,
sobravam pontos na reta que ndo estavam relaci®ersiadenhum ponto do plano, o que ia de
encontro a definicdo de equipoténcia, ja que, gaeadois conjuntos tenham a mesma poténcia, a
funcdo que relaciona estes dois conjuntos tem quebigetiva. Cantor, porém, minimiza o
problema, levando em consideracéo que, cBMoR?, a poténcia déR ndo pode ser maior que
a poténcia deR®. Teria de ser, no maximo, igual ou menor que &de Como ndo é menor,
devido a funcdo ser injetora, isto significa quepagéncias s6 podem ser iguais e o fato de
‘sobrarem’ alguns pontos ei® ndo altera sua poténcia.

Dois dias depois, ele j4 havia pensado uma formavidar o tipo de problema exposto
por seu colega Dedekind. A idéia para fugir dagalpresentada, era usar fracdes contifjuas

problema é que as frac6es continuas infinitas septam apenas 0s nUmeros irracionais, pois a

8 Mais detalhes sobre as fragbes continuas no am@én@i Para estudo mais aprofundado, sugerimos
[DAVENPORT, H., 1999] ou [SIERPINSKI, W., 1988]
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fracdo continua desenvolvida de um numero raciéregémpre finita. Assim, Cantor precisou
demonstrar também que existe uma correspondéngidvbca entre ogracionais e 0s reais, 0
gue deixou sua demonstracdo bem mais longa e casrdetalhes.

O proéprio Cantor reconhece, logo no primeiro pafigde sua carta a Dedekind, a
dificuldade que esta nova demonstracdo, substuadrepresentacdo decimal por fracoes

continuas, acarreta.

Halle, 25 de junho de 1877

Sobre um cartdo postal que lhe enderecei anteomémonheco a lacuna descoberta por
vocé em minha demonstracdo, e percebo, ao mesnmoteyue eu estava em condicbes de
solucionar, apesar de ndo poder me conter em kastim pouco que esta questdo ndo se deixa
resolver sem fazer intervir consideracdes mais tioagas; mas ela tem sem duvida, a mesma
natureza do tema; é preciso entdo que eu me conalviez se encontre mais tarde, que isto que
falta nesta demonstracdo pode ser tratado maidesimente do que posso fazer neste momento.
Mas, antes de tudo, tenho de convencé-lo, se gbsdévmeu teorema, a saber:

(A) “Uma multiplicidade continua & dimensfes pode ser colocada em correspondéncia
univoca com uma multiplicidade continua a uma dsfenou (que é outra forma do
mesmo teorema) 0s pontos (elementos) de uma nitlgdde ap dimensdes podem se
determinar por uma coordenada rede tal modo que a cada valor realtd® intervalo
(0...1) corresponde um ponto da multiplicidade, maasbém reciprocamente, que a cada
ponto da multiplicidade corresponde um valor deteadio det no intervalo (0,..., 1).”

Eu me permito submeter a vocé uma outra demonstraglre a qual eu estou mais
tentado que sobre aquela.

Eu parto do teorema seguinte no qual todo nimeexiémal 0 <e < 1 pode ser
representado de uma maneira completamente detetangoa uma fragdo continua:

_ 1
e= 1 (a, a,,...a,,..)
a + 1
a,+
a,+
1
a,+

onde @, € um numero inteiro racional positivo. A cada nlomieracional > 0 e < 1 corresponde
uma sequléncia infinita determinada,, e, reciprocamente , a cada seqléncia ilimitada
a, corresponde um namero irracional determinadoeG<4.

Seg,6,...,6 sdo entd@ grandezas independentes uma das outras, dascqdaisima
pode tomar todos os valores irracionais do inter¢@l..1) e apenas estes valores, colocamos:

8 =(ay, O,y 0y ,...)

g :(azvl, [ SN % yeer)
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€, :(apyl, a,, 0, yeer)

e definimos a partir destes nimeros pm ()-ésimo namero irracional:

0=(B.05,,--0,,...)

para o sistema de equacdes :
(1) lg(n—l),o+1 = al,n; ;lg(n—l),o+a = aa,n ; ;lgn,o = a,o,n'

entdo reciprocamente, cada nuimero irracional 00<<l produzira por intermédio de (1), um
sistema determmadel,%,...,ep .

NO6s ndo encontramos aqui, me parece, 0 obstagu#o vocé levantou na minha
demonstragao anterior.
Trata-se de demonstrar entdo o seguinte teorema:

(B) “Um namero variavek, que pode tomar todos os valomgacionais no intervalo (0...1),
pode ser colocado em correspondéngivocacom um numerc, que toma todos os
valores deste intervalo sem excecao.”

Pois, uma vez este teorema (B) demonstrado, néenpusl colocar entdo em
correspondéncia univoca uma por uma as varidvesigraelas acima poE,e,....e, e

0 respectivamente com outras variaveis
X Xg ey X0 Y

que tem todas um dominio de variagcdo sem restripdeitervalo (0...1). Assim definimos
igualmente uma relacéo univoca e reciproca ergigt&ma

(X11 X21"'1Xp) 1
de uma parte, e a variavel Unigale outra, o que conduz & demonstracéo do teorma (
Para demonstrar (B) agora, colocamos primeirosgamonimeros racionais do intervalo
(0...1) (incluindo as extremidades) sob a formama seqiiéncia, seja
[P0 PR (S
Os valores que podem tomar a variavebo entddodosaqueles do intervalo (0...1) com
excecao dos numerags r
Pegamos em seguida, arbitrariamente, no interf@aldl) uma sequéncia infinita de
ndmerosirracionais, que satisfazem somente as condighes g,+; € lim(, ) = 1 parav = o, €
designamos pof uma grandeza variavel que pode tomar todos osemleais> 0 e< 1 com
excec¢do dos valores. As duas grandezas varidvas f, submetidas as restricdes indicadas,
podem entdo ser colocadas em relagéo univocapaegipelas definicbes seguintes:
se f ndo é igual a nenhun Beja entdo paraecorrespondente:
e=f;
sef =r, seja entdo para e correspondente = ¢,; nés nos convenceremos facilmente que,
reciprocamente, s&ndo € igual a nenhum, of correspondente é ee see =¢,, entdof =r,.
O teorema (B) é entdo reconduzido ao seguinte:

(C) “Um namerof, que pode tomar todos os valores do intervaloljp.com excecédo de
certoseg, entre eles, satisfazendo as condi¢des seguintes:,.; e lim(, ) = 1, pode ser
colocado em correspondéncia univoca com uma varérginuax que toma todos os
valores do intervalo (0...1) sem excecé&o.”

NOs utilizamos aqui o fato de que os pontgse,,... formam uma seqiiéncia, e que, por
conseguinte, o intervalo (0...1) é dividido porseten uma infinidade de intervalos parciais.
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Como vocé néo deixara de ver, este teorema (C) potho se demonstrar pela aplicagao
sucessiva do seguinte teorema:

(D) “Um numeroy, que pode tomar todos os valores do intervaloljpexcetuando somente
o valor 0, pode ser colocado em correspondénciocaicom um nimera que toma
todos os valores deste intervalo sem excegao.”

Este Ultimo teorema (D) pode, entdo, ser reconbenitino verdadeiro pela consideragédo da
curiosa curva em anexo. As coordenadas de um gomntentem desta curva sdo minhas grandezas
x ey, em que uma é fungdo univoca da outra: enquattima todos os valores do intervalo (0...1),
o dominio de variagdo geé o mesmo interval@eom excecgado valor 0.

[3] b I brbg

H

A curva se comp6e de uma infinidade de segmerdaetd paralelos, que ficam sempre

menores,a),ﬁ', a'b",....e do ponta. As extremidades b, b’, b”,..., ndo sdo considesambmo
pertencentes a curva. Os comprimentos dos segnsados
1

1 -
== bh =—,.
8 = 16

5|

Eu tenho acompanhado com interesse, desde vass @ esforgos que nés dedicamos,
depois de Gauss, Riemann, Helmholtz e outros, elaresimento das questdes que tocam as
primeiras hipéteses da geometria.

Pareceu-me a esse respeito que todas as investigiaitas neste dominio partestas
mesmagde uma hipétese ndo demonstrada, que ndo me peaopuEe partindo de si, mas antes
como tendo necessidade de ser fundamentada. Qalaro da hipotese segundo a qual uma
multiplicidade continug vezes estendida necessita, para a determinac&eds®lementos, ge
coordenadas reais independentes entre elas; o adestas coordenadas ndo pode ser, para uma
mesma multiplicidade, nem aumentado nem diminuido.

Tinha acreditado também nesta hip6tese, estava queasuadido da sua exatiddo: o meu
ponto de vista diferia apenas de todos outros,niste considerava esta hip6tese como um teorema
gque necessitava de uma demonstracéo, e tornarclareu ponto de vista sob a forma de uma
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pergunta que apresentei a alguns colegas, em asfEobém por ocasido do jubiféue Gauss,
em Gottingen, a saber, a seguinte questao:

“Uma variedade continuapadimensdées, com > 1, pode ser colocada em relagao univoca
com uma variedade continua a uma dimenséo, deot# gUe a um ponto de uma corresponda um
e somente um ponto da outra?”

A maior parte daqueles a quem apresentei estagargurpreendeu-se muito que eu a
tivesse colocado, pois se compreendia que, paseaminacdo de um ponto numa extensgo a
dimensbes, era necessario sempre empregaordenadas independentes. O que, no entanto,
penetrava no amago da questdo, devia se recontpeeezra necessario pelo menos demonstrar
porque a resposta era “evidentement@d. Como disse, eu fazia parte dagueles que tinham por
verdadeiroque a resposta era negativa - até o0 momento magente em que, por uma sucessao
bastante complexa de pensamentos, cheguei a céavite que a resposta era afirmativa sem
nenhuma restricadouco depois, encontrei a demonstracao que vockdgnsob os olhos.

Vé-se aqui que forca prodigiosa existe nos numeras habituais, racionais e irracionais,
de modo que, através deles, pode-se determinaadeira univocazom a ajuda de somente uma
coordenadaos elementos de uma multiplicidade contipugzes estendida; e quero acrescentar
imediatamente que a sua forga vai mais distanttaaifado que, como néo faltara de ver, a minha
demonstragdo pode estender-se, sem que as diflegld@jam aumentadas sensivelmente, para as
multiplicidades com um ndmero infinito de dimensdgssde que estas dimensdes em nimero
infinito tomem a forma de uma seqiiéncia simpleseerinita.

Parece-me entdo que todas as dedugOes filosoficamabematicas que utilizam esta
hipotese errdnea sdo inadmissiveis. E necességs grocurar a diferenca que existe entre duas
variedades com um numero diferente de dimensdesalgoma razdo completamente diferente
desta, geralmente mantida para caracteristicajioh@ro de coordenadas independentes.(cf. anexo)

Essa carta é importante para se perceber as cémetagique Cantor tira de seu teorema
sobre a bijecdo que existe entre espacos de dieedsgiintas. Neste momento, ele questiona a
relacdo entre o conceito de dimensdo e o numercodalenadas e afirma que o enunciado
abaixo deve ser demonstrado:

Uma multiplicidadep vezes estendida necessita, para a determinacdeusdeelementos, de
coordenadas reais independentes entre elas; o alassas coordenadas nao pode ser para uma
mesma multiplicidade, nem aumentada, nem diminuida.

As idéias expostas por Cantor nesta carta apardeeama maneira muito parecida no
artigo que ele escreveria logo depois, acresceotamda a demonstracdo para espacos de
dimensao infinita enumeravel, como veremos detalimathte nas proximas secoes.

Analisando o encadeamento das idéias que o leva@mesultado final, podemos
perceber a origem da aritmética cardinal transfigjie ele viria formalizar quase vinte anos

depois no Beitrage”.

8 Gauss nasceu em 30 de abril de 1777.
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Vejamos:

No teorema (A) ele enuncia que “Uma multiplicidambmtinua ae dimensbes pode ser
colocada em correspondéncia univoca com uma mgcitiatle continua a uma dimenséo”, que
poderiamos traduzir par& xcx...xc =c, ondec é a poténcia do continuo. Generalizando para
um numero cardinal transfinitd qualquer, teriamos que: o produfo< x...x[0 =0 em que o
fator (I se repete vezes.

Com o objetivo de demonstrar (A), ele demonstra (8) e (D) que sao resultados mais
fracos.

No teorema (B), ele enuncia que “Um numero varidygque pode tomar todos os valores
irracionais no intervalo (0...1), pode ser colocado em comedpnciaunivocacom um numero
X, que toma todos os valores deste intervalo seracérc’, o que poderiamos traduzir para

c+0, =c, ou seja, se somarmos uma quantidade infinita erawral a poténcia do continuo,

esta ndo se altera. Em particular, se acrescergaaimpoténcia do continuo qualquer cardinal
finito n, teremos que ¢ + n = ¢, 0 que nos faz lemh justificativa de Aristételes para a ndo
existéncia do infinito efetivo. Justificando quéeesniquilaria o finito.

Generalizando, para um alef qualquer, teriamosfgjue 0, =0 param=n, ou seja, 0

infinito maior absorve o menor.

No teorema (C), ele enuncia que “Um numérgue pode tomar todos os valores do
intervalo (0...1), com excecdo de certgsentre eles, satisfazendo as condi¢cdes seguintes:
ey <gp1€ lim(, ) =1, pode ser colocado em correspondéncia uaigom uma variavel continua
X, que toma todos os valores do intervalo (O...&Jn £xcecdo.”. Poderiamos considerar o

intervalo [0,1] dividido env + 1 segmentos de reta, cuja poténcia continuaosgrdeste modo,
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teriamos a seguinte conta+ ¢ + ..+ ¢ = ¢, em que a parcela aparecev + 1 vezes.
Generalizando para um cardinal transfinito qualgiieariad +0 +...+0 =0

Finalmente, no teorema (D), Cantor mostra o redaltmais fraco: acrescentando um
elemento a um intervalo, a poténcia néo se alteraeja,c+1=c. Ou seja, acrescentar a um
cardinal transfinito o cardinal finito 1(um) ndmpuzira nenhuma alteracao.

Por outro lado, sabemos que, topologicamente, uenvelo fechado e outro intervalo
aberto em uma das extremidades, como por exenpld,] [e ]0; 1] ndo séo topologicamente
equivalentes, pois, no primeiro caso, podemos tosrdois pontos das extremidades e
continuarmos com um conjunto conexo, iSSO Nao equara o segundo intervalo que, no caso de
eliminacao dos dois pontos, sempre deixa de s&xcon

Observando a curva criada por Cantor, para fagzerraspondéncia biunivoca entre [0; 1]

e ]0; 1], podemos observar facilmente como a rela&gére as variaveis x e y ndo é continua em
um namero infinito enumeravel de pontos, a sab@r,—%, i=1,23, ..

Até este momento, esta bem claro, analisando aagdes que Cantor faz no ultimo
paragrafo de sua carta em que sugere que “dedfilpg®&dicas ou matematicas que utilizam esta
hipétese errbnea sao inadmissiveis”, que ele ptadgmente comecgou a pensar que 0 espaco
unidimensional tinha for¢a suficiente paxestituiros espacos comdimensdes e até mesmo de
infinitas dimensdes. N&o é coincidéncia que a palalemaVACHTIGKEIT, usada por Cantor
para denotar quando dois conjuntos sao equipotepbssui 0os dois significados: poténcia e

forca.



172

Vejamos como ficaria o grafico desta funcao idealé&por Cantor:
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llustragdo 7: Gréfico da fungdo de Cantor, fettm® programa MAPLE, utilizando 737 pontos.
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llustracdo 8: O mesmo gréfico da ilustracdo antesad outro ponto de vista e com 10000 pontos; paia detalhes
ir ao apéndice E.

Sierpinski [1927] mostrou o surpreendente resultqui® esta funcédo, a despeito de sua
arbitrariedade, ainda ass#continuapara todgonto irracional. [FRAENKEL, p.105, 1961]

Olhando para o grafico, podemos observar que @eséonexo. Partindo do intervalo
[0;1], que é conexo, obtivemos o quadrado [0;1DX], totalmente despedacado.

Na realidade, representando cada ponto do grafiooy uma variacdo continua da
coordenad, a imagem que obtemos é descontinua de modo quadrado que se forma esta
totalmente pulverizado, ou seja, pontos racionais go segmento [0;1] estavam proximos

podem ficar distantes um do outro, no quadradosguérma, e deste modo originando esta

pulverizacéo.
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O tratamento do continuo faz-se mais radical dads gara demonstrar a sua “extraordinaria
poténcia”, deve-se reduzi-lo “a atomos”, desintimio os racionais e os irracionais. Nenhum
espaco, mesmo de dimenséo infinita, permite chagam conjunto de uma poténcia superior.
Paradoxalmente, o lado espantoso desta poténaia pak sua pulverizac&o.

Alguns dias depois, Cantor volta a escrever paidekiad sobre este mesmo assunto; 0s

teoremas (C) e (D) que ele menciona nesta cartass@ounciados na carta do dia 25 de junho:

Halle, 29 de junho de 1877

Queira desculpar minha devocdo a este assuntceceerg tdo freqlientemente a sua
bondade e a sua pena; o que lhe tenho comunicaio reagentemente é para mim mesmo tao
surpreendente, tdo novo, que ndo poderei, por adigien, chegar a uma certa tranquilidade de
espirito, antes que tenha recebido, muito honradga o seu julgamento sobre a sua exatidao.
Enquanto n&o aprovar, posso apenas dizer: Vejo,n@asacredit§. E por isso que lhe solicito
enviar-me um cartdo-postal para dizer-me quand@ ¥emminou o exame do tema e se posso
contar vé-lo satisfazer o meu pedido, certamentedagente.

A demonstracdo do teorema (C) sera consideraveémfadilitada pelo emprego do
seguinte simbolismo:

Sea eb sdo duas grandezas variaveis que podem ser catead relagdo univoca, uma
com a outra, escreveremos:

a~b
Se entdoa ~ be b ~ ¢, temos também:
a~c
Se, além diss@’, a”, ... € uma seqiiéncia finita ou infinita de variavgem definidas ou

de constantes, que ndo tém 2 a 2 nenhum valor cpomamtais que a reunido de seus dominios de
variacao sejam exatamente aquele da variavel @nescrevemos:
a=(a,a"..)%»

Tem-se entdo o seguinte teorema :

(E) Se a=(a'a",..)
b=(b'b"..)
e se além disso :
a'~b'
a"~b"
a" ~b"
temos também:
a~b

8 Le traitement du continu s'y fait plus radical gmyile, pour démontrer son « extraordinaire puissaniteloit le
réduire en « atomes », désintriquant les rationegles irrationnels. Aucun espace, méme de diroansfinie, ne
permet d’accéder a un ensemble d'une puissanceisup® Paradoxalement, le co6té médusant de ceitsgnce
passe par sa pulvérisation. CHARRAUD, p.69, 1994]

8Aparece em francés, no texto original escrito eemab: Je le vois, mais je ne le crois pas. _
8 Em linguagem matematica atual Cantor escrevera® [ A" [ ... é a unido disjunta dos conjuntds iéto &,

A'NA = @ sei #]j.Cantor define tais conjuntos corsem ligagdo
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Gragas as substituicfes :
z-qa u-a
;X

Y ,B—a’ L-a
deduzimos de (D) a seguinte generalizagéo:
(F) “Um nameraz, que pode tomar todos os valores de um intenalo [§) com excecgéo de,
pode ser posto em correspondéncia univoca comumenou, que toma todos os valores do
intervalo (... B) sem excecao. ”

Disto resulta imediatamente o seguinte teorema:
(G) “Um numerow, que toma todos os valores do intervalo.(B), com excecao dos dois valores
extremosa, B, pode ser posto em correspondéncia univoca comdmero variavel que toma

todos os valores do intervale. (. B). "
Demonstragdo: Seja um nimere y < f.

w' uma variavel que toma todos os valores do interfal. y) com exce¢do de e dey; w” uma
variavel que toma todos os valores do intervalo ) com excecdo da Unica extremidgde

Temos entao:
(1) w=(w',w”)

Se designamos entdo pgt uma variavel que toma todos os valores do inter¢al. ) sem
excecao, por uma variavel que toma todos os valores do interal. B), com excecéo de,
tem-se, de acordo com (F):

(2) w"~u",
e, por causade (1) e (E) :

w~ (wW,u”)
Mas :(w',u”) =z, portanto :

W=z,

Mas de acordo com (F) tem-se também:

Z~ U, por conseguinte, finalmente :
w~u, C.Q.D.

Para demonstrar agora (C), decompofres variaveisf ', f ",... e o valor isolado 1f '
tomando todos os valores do intervalo (8,).com excecéo de, f*) todos os valores do intervalo
(&v1.-. &) cOM excecdo dos valores extrempses, Tem-se entao:

f=(f,fn . fY, .1
Seja X’ uma variavel que toma todos os valoresg(de ¢,), sem exceqéo;('X) uma variavel que
toma todos os valores d&.(. g4), sem excegéog(zv) uma variavel que toma todos os valores do
intervalo €,.1... €5,), Sem exce¢do. Tem-se, devido a (G):
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consequentemente:

e (F X" fm XY, XL
Mas:

(fF ', x" fmxY 2 XL E X,
ento :

f ~ X. (cf. anexo)

Podemos perceber que, em um periodo relativamarti®, de apenas duas semanas, que
vai de 20 de junho até o inicio de julho, a coresigncia entre Cantor e Dedekind se intensifica,
com cartas quase que diarias. Nesta época, unadmitalle para Brunswick levava um dia
para chegar ao seu destino, ou seja, contandopmtdmida e volta, temos um periodo de pelo
menos dois dias entre enviar uma carta e receleresposta. Observando as datas das cartas,
podemos perceber que Cantor estava tdo ansiosordrecer as idéias e a opinido de Dedekind,
gue nem esperava a resposta de uma carta para @umva

Antes mesmo de receber a carta de Dedekind, dda@ade julho, Cantor |he escreve,
nesta mesma data, agradecendo mais uma vez sbaregi@o e pedindo que ele continuasse a
comunicar-lhe sua opinido sobre os resultados abpodr ele.

(Carta: Selo do correio de 2-7-77)
Estou muito feliz que vocé estudou meu trabalhoemanntrou exato. Eu lhe peco que
persevere em seu projeto e me comunique suas &#as o significado do resultado, em detalhes

e com precisdo; de acordo com elas, gostaria deafoo meu julgamento sob a forma de
prosseguir com o assurtb.

% Je suis trés heureux que vous ayiez étudié muailet 'ayez trouvé exact. Je vous prie, de pefegr dans votre
projet et de me comuniquer vos idées sur la sigatibn du résultat, en détail et avec précisiorapres elles
j'aimerais former mon jugement sur la fagon de paiwre toute I'affaire.J[CAVAILLES, p.216, 1962]
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No mesmo dia desta segunda carta, Dedekind satigiadido de Cantor e lhe envia bem
mais que um cartdo-postal; em vez disso, ele Ihedenama longa carta em que o aconselha a
ndo publicar seu resultado, antes que se faca amesxais aprofundado. Justifica-se dizendo
gue a propensdo de Cantor em achar que depoissdtad® obtido por ele, o nimero de
coordenadas de um certo espaco n-dimensional goad&al menor importancia, tinha que ser
analisada com mais calma e precisava de um tenmpap@adurecer.

Vejamos o que Dedekind lhe escreveu:

Examinei mais uma vez sua demonstracdo, e nao teceorenhuma lacuna; estou
convencido de que seu interessante teorema ¢é exafelicito. Mas queria, como ja Ihe anunciei
em meu cartdo postal, fazer uma observacdo, quegéal contra as conseqiiéncias que vocé
acrescentou na sua carta de 25 de junho, a congdnieaa demonstracdo do teorema, e que trata
do conceito de uma multiplicidade continua@mensdes. De acordo com o que vocé diz, poderia
parecer - mas a minha opinido pode ser inexat& -qgeria, a partir de seu teorema, colocar em
davida o significado ou a importancia deste congeibcé diz, por exemplo, ao fim desta carta:
“Parece-me entdo que todas as deducdes filosddigamatematicas que utilizam esta hipétese
errdnea” [aquela do caréater determinado do nimeirdensées] “séo inadmissiveis. E necessario
antes procurar a diferenca que existe entre duagdasles com um numero diferente de
dimensbes, por alguma razdo completamente diferelgsta, geralmente mantida para
caracteristica, do numero de coordenadas indeptsien

Ao encontro deste ponto de vista, declaro estavarmido (apesar de seu teorema, ou de
preferéncia, em consequéncia das consideracdeademsupor seu teorema) ou crer (ainda néo tive
tempo de fazer nem mesmo uma tentativa de uma d#rag@io) que o niumero de dimensdes de
uma multiplicidade continua é, depois como antesprimeiro e mais importante de seus
invariantes, e devo tomar aqui a defesa de todapiedém escrito sobre este assunto até agora.
Aceito de bom grado que esta constancia do numerodithensdes exige de fato uma
demonstragdo, e que, enquanto esta demonstracdorrféia, temos o direito de pdr em divida a
proposicao.

Mas néo duvido desta constancia, embora parecadmpbr seu teorema. Mas todos 0s
autores evidentemente fizeram a hipotese tacitmplsdamente natural que, para uma nova
determinagdo dos pontos de uma multiplicidade naoatiatravés de novas coordenadas, estas
Ultimas devem ser também func@mmtinuas(em geral) das antigas coordenadas, para que o que
aparece como sendo continuamente conexo, na paindeiterminacdo de posicdo, permaneca
continuamente ligada na segunda determinacdo decgdpos Creio, por conseguinte,
provisoriamente, na exatiddo do teorema seguinBm tivermos éxito em estabelecer uma
correspondéncia completa, univoca e reciproca eatpontos de uma multiplicidade continua A a
a dimensdes por um lado, e os pontos de uma muitptie continua B b dimens&es, por outro
lado, entdo, sa e b sadiferentes esta correspondéncia € necessariandggeontinuam toda
parte”. Este teorema explicaria também o fenbmene® sg manifestou no momento da sua
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primeira demonstracdo de seu teorema, isto é praeiste a deficiéncia desta demonstragdo; a
relacdo que vocé queria estabelecer (com a ajusldralgbes decimais) entre os pontos de um
dominio ap dimensdes e 0s pontos “de um segmento a uma diwieteria sido, se ndo me
engano,continug contanto que somente tenha englobtatips os pontos do segmento a uma
dimenséo; do mesmo modo, em sua demonstracao atcatrespondénciaicial entre os pontos
do segmento p dimensdes, cujas coordenadas sdo todas irraci@enasspontos a uma coordenada
igualmente irracional do segmento a uma dimensaangu ver, também continua quanto possivel
em certo sentido (pequenas variacdes); mas, paengher as lacunas, vocé é obrigado a
introduzir, na correspondéncia, uma descontinuidadee causa uma vertigem, uma
descontinuidade que reduz tudo a a4tomos, tal qiee parte continuamente conexa, tdo pequena
gue seja, de um dos dominios tem uma imagem caanpéette despedacada, descontinua.

Espero ter me explicado bastante claramente; asta i©do tem outro objetivo senéo lhe
solicitar ndo empreender publicamente polémicaracos artigos de fé admitidos até agora da

teoria das multiplicidades, antes de ter submetigiha objecdo a um exame aprofundado.
Brunswick, 2 de julho de 1877 (cf. anexo)

Esta carta de Dedekind, datada de 2 de julho,sfip davida alguma, a faisca que
acendeu em Cantor a chama do que viria a ser gsta dos numeros cardinais transfinitos.
Quando Dedekind escreve que “... para preench&casas, vocé é obrigado a introduzir, na
correspondéncia, uma descontinuidade, que causaentigem, uma descontinuidade que reduz
tudo a atomos, tal que toda parte continuamentexepntdo pequena que seja, de um dos
dominios tem uma imagem completamente despedadestzontinua.”, a impressdo que se tem é
gue Cantor, que a principio abstraia apenas aezatwtos elementos do conjunto para obter os
numeros ordinais transfinitos, agora da um segwatto na abstracdo. Os elementos agora sao
vistos como independentes de sua natureza e dardam e, deste modo constituem o que
podemos chamar de “unidades cardinais” que, jufdaeam os numeros cardinais transfinitos.

Afirma Gomide [p.272, 2000]:

Na obra de Cantor, a nogao de infinitos elementosima classe ou agregado é levada a um nivel
de abstracdo que nunca poderia ser alcancado reediara atitude empirista, uma vez que a
sequéncia de alefs indica conjuntos nos quaisiritide de suas extensdes vai se tornando cada
vez mais compacta, mais densa, algo que se remptatiaa matematica dimsight e ndo a
sugestdes oriundas do que é observado no domimsorsa, empirico.

Assumindo este ponto de vista, espacos de dimedgéesntes podem ser vistos como conjuntos

equivalentes, j4 que existe uma correspondéncigiviiica entre eles. Do mesmo modo que podemos
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“esticar um segmento de reta” de qualquer comptinaté obtermos a reta completa, podemos também,
por exemplo, partindo deste mesmo segmento “elsticde tal modo que ele se transforme num
quadrado, cubo etc.

Neste periodo, as idéias ainda estédo se formaadmpressao que se tem é que, para Cantor, 0s
conceitos de dimenséo e nimero de coordenadas deEsp@go que eram Vistos como equivalentes até
entdo, tinham que ser revistos e demonstrados.

Somente dois dias depois, em 4 de julho, Cantosaaau recebimento da carta de

Dedekind:

Halle, 4 de julho de 1877

Fiquei muito feliz de receber a sua carta de 2utlej e lhe agradeco as observacdes
precisas e extraordinariamente relevantes.

No fim da minha carta de 25 de junho, contra a mwidntade, dei a impresséo de querer,
pela minha demonstracao, me opor ao conceito e siultiplicidade continug vezes estendida;
no entanto, todos os esfor¢os ndo tém outro objetnao o de clarificar este conceito e lhe dar um
fundamento correto. Quando dizia: “Parece-me emfde todas as deducgbes filoséficas ou
matematicas que utilizam esta hipétese errdbneans@missiveis”, ndo é “ao carater determinado
do nimero de dimensfes” que se refere esta hipdteseao carater determinado das coordenadas
independentes, cujo nimero é suposto por certawesutgual, em qualquer circunstancia, ao
numero de dimensdes, enquanto que, se toma o tmaeecoordenadas na sua generalidade, sem
nenhuma hip6tese sobre a natureza das funcdesadéi, o nimero de coordenadas
independentes, univocas, completas, pode-se, ca@mordtrei, ser trazido a qualquer ndmero
dado. Sei também do seu aviso que, se impusern@a garrespondéncia seja continua, pode-se
entdo pbr em relagdo univoca apenas variedadesicomimero igual de dimensdes, e que, desta
maneira, 0 nimero de coordenadas independentestgions invariante que poderia conduzir a
definicdo do nimero de dimensdes de uma variedatéoa.

N&o estou, no entanto, ainda capaz de reconheger grau pode se elevar as dificuldades
por este caminho (que conduz ao conceito do nudehmensdes), porque ndo sei se estamos em
condicdes de delimitar o conceito de correspondéoantinua em geral. Mas da possibilidade de
tal delimitagdo me parece depender tudo neste tamin

Creio enxergar outra dificuldade nisto que eséand@o conduziria sem duvida desde que a
variedade deixasse de ser continua em toda a parte;entanto, gostaria de ter neste caso também
algo que correspondesse ao numero de dimensdés,gaanto, para as multiplicidades que se
apresentam na natureza; a sua continuidade poatpdee parece dificil de estabelecer.

Queria apenas mostrar com estas linhas que estou lbege de querer utilizar
incondicionalmente o meu resultado contra os astapfé da teoria das multiplicidades, e, bem ao
contrario, desejo poder contribuir com a sua ajpdea consolidar tanto quanto possivel os
teoremas. N&o queria incomoda-lo mais hoje; peepdk tiver tempo, que examine as questdes
gue se impdem, de ndo desprezar este trabalhdndidar-me, em seguida, os seus resultados. (cf.
anexo)

Quando Cantor define nimero cardinal de um conjulto pressupde que os elementos

deste conjunto sdo como “atomos” isolados, em qoénoero cardinal representa a quantidade

de elementos daquele conjunto. Por exemplo, o ntmgos nameros reais, depois de abstraidas
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a natureza e a ordem de seus elementos, nao pocEnfiendido com o objeto geométrico que é
a reta real com suas propriedades especificas comprimento e dimensdo. Em termos de
numero cardinal, um segmento de reta com qualgeeida, uma semi-reta, ou ainda, uma reta
sdo exatamente iguais. O mesmo acontecendo coia a e plano que continuam exatamente
iguais, em termos de poténcia, se retiramos umopdatcada um deles; j& do ponto de vista
geomeétrico, a reta fica dividida em duas partesdaae tira um ponto, o que ndo acontece com
o plano. Ou seja, apesar desses dois conjuntos) sgeipotentes, as estruturas topoldgicas de
cada um sao diferentes.

Depois dessas trés semanas de intensa correspandémcDedekind, Cantor finalmente
escreve o artigtyma contribuicédo a teoria dos conjunia®m a data de 11 de julho de 1877.

Este artigo foi tratado com muita desconfiancakronecker que se op0s ostensivamente
a ele. Somente, no ano seguinte, em 1878, sew &iigublicado nalournal fur die reine und

angewandte Mathematjkambém chamado de Jornal de Borchardt.

Em uma carta de 23 de outubro, Cantor demonstrangu@ciéncia em ver publicada suas
pesquisas. Dauben sustenta a tese de que Kronecker deliberadamente tentado impedir a
publicacdo deste artigo e afirma que “embora Krkeenado tenha sido bem sucedido em
suprimir o artigo de Cantor, 0 atraso na publicaggwesentou o primeiro conflito maior que
Cantor experimentou sobre a aceitacdo de seu ti@H{&BIAUBEN, p.70, 1990] Mas, segundo
Dugac [p. 123, 1976], na realidade ndo houve afpagposital na publicacdo de seu artigo, pois
todos os artigos que sairam no volume 83, de ¥&%&&uem data anterior a junho de 1877.

Depois disso, Cantor nunca mais se interessou eticauneste periodico. E possivel que

este fato ja tenha sido um indicio dos problemastaseque Cantor viria a apresentar mais tarde,
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como por exemplo, a mania de perseguicdo. Os artjge vieram a seguir, com excec¢ado do

citado abaixo, foram publicados Mathematishe Annalleaté o ano de 1883.

Em 1879, Cantor, tentando responder a questdovdaédncia das dimensdes, publica em
um jornal da Sociedade Real de Ciéncias e da Widade Georg-Augustus, em Gottingen, um

artigo intituladoSobre um teorema da teoria dos espacos invarig(@¢sla lista 1.9]

5.2.2 Paralelo entre as cartas mencionadas acima e o &t publicado
Usaremos, para fazer este paralelo, a vesséfrancés publicada ncta Mathematice,
com a data de 11 de junho de 1883.

Cantor comeca seu artigo, definindo equipoténcteeedois conjuntos e, a seguir, o que
sao subconjuntos, que ele denominapdges integrantesUsando estes conceitos, ele define
uma ordem entre poténcias diferentes. Cantor casgue, para conjuntos finitos, a nocao de
poténciase confunde com a d®imero(inteiro positivo), ja que dois conjuntos finitesmente
tém a mesma poténcia se 0 numero de seus elememanesmo. Ainda na introducéo, ele
observa que subconjuntos de conjuntos finitos témpse uma poténcia menor que o proprio
conjunto, 0 que nao acontece nos conjuntos ingnito

A Unica vez em que Cantor cita 0 nome de Dedekamire na pagina 312, quando este
associa, ao conjunto dos nameros inteiros posjt@asenor poténcia que um conjunto infinito
pode ter e que, no entanto, € muito rica e extélsao exemplo, Cantor da todos os conjuntos
gue Dedekind chama de “corpos finitos” em suasyisag sobre os niumeros algébricos.

A respeito dos conjuntos desta primeira classe {@uea poténcia do enumeravel), temos

0s seguintes teoremas:
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- Se M é um conjunto da primeira classe (que tgroténcia da sequiéncia dos nimeros inteiros
positivos), cada parte integrante infinita de M #&mesma poténcia.
- Se asequéncia M’, M”, M™... é finita ou simglaente infinita de conjuntos na qual cada um
dos elementos tém a primeira poténcia, o conjuntguil resulta da reunido de M’, M”, M™...,
tem também a primeira poténcia.

Ainda na introducdo, Cantor examina os conjuntedicaos, de dimenséag que, no seu
artigo de 1873 [(7) da lista 1.9], ele j& havia tram¥o que tinham uma poténcia maior que a
primeira. Ele cita as pesquisas de Riemann, Helmleobutros sobre as hipoteses que servem de
fundamentos para a geometria e cuja caracteregszncial é que seus elementos dependem de
variaveis reais, continuas, independentes entréesmodo que, a cada elemento do conjunto,

pertence um sistema de valorgs x,, ..., x,admissivel, e, reciprocamente, a cada sistema de
valores x, X,,..., X, admissivel, pertence um certo elemento do conjuBtaacrescenta que,

geralmente, como resultado da sequéncia destasuip@sq supde-se tacitamente que a

correspondéncia dos elementos do conjunto e densastle valorex, X,,..., X, posta como base,

€ continua, de modo que, a cada mudanca infinitBmpaquena do sistema de valores

X, %, ..., %,, cOrresponde uma mudanca infinitamente pequenaldosentos correspondentes do

conjunto e, reciprocamente, a cada mudanca infneite pequena dos elementos do conjunto,
uma mudanca semelhante dos valores de suas codadena

Cantor afirma entdo que, se deixarmos esta suposiedlado (que € frequente nos
tratados desses autores), em relacdo a corresimeEnre o conjunto e suas coordenadas, nao
admitindo nenhuma limitacdo, ele mostrard que eatacteristica, considerada pelos autores
comoessencial(segundo a qual um conjuneupla continuo € tal que podemos determinar os

elementos porn coordenadas reais, continuas, independentes umautfa) torna-se
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absolutamente sem valdPodemos observar que Cantor, a despeito dossa¥es®edekind, na

carta do dia 2 de julho, para que ele evitassenppée sobre o problema do numero de

coordenadas de um espaco relacionado a sua dimer&daleixa de citar o assunto em seu

artigo.

Na sec¢do 1, Cantor expde o problema que havia oream inicialmente para Dedekind,

na sua carta de 5 de janeiro de 1874, sobre existindo uma correspondéncia entre um

segmento de reta e um quadrado, de uma maneira geea primeiro trabalhando com

coordenadas e, a seguir, em (B), relacionandoadmigintos com dimensdese n quaisquer.

(A)

(B)

Sejam x, X,,...,X n grandezas reais, variaveis, independentes sitde modo que cada uma
pode tomar todos os valores) e< 1, e sejd outra variavel compreendida nos mesmos limites (0
<t<1), podemos fazer corresponder esta grandaaasistema das n grandezgsx,, ..., X , de tal
modo que, a cada valor determinado tdepertence um sistema de valores determinados
X, X,,..., X € vice-versa, a cada sistema de valores deterngnadg,,...,x , um certo valor de

Como conseqiiéncia desse teorema, segue estequéré,nosso objetivo:

Podemos fazer corresponder, de uma maneira congli#amaneira Gnica, um conjunto continuo
de dimensam a um conjunto continuo de uma sé dimensao; daiguotos continuos, um de
dimensam e outro de dimensém, sendon maior, menor ou igual e, tém a mesma poténcia; os
elementos de um conjunto continun dimensfes podem ser determinados univocamentenper
s6 coordenadacontinua e real: mas eles podem também ser degios univocamente por um

sistema den coordenadas continudst,, ... .t

m*

Na sua carta de 25 de junho, Cantor cita apenagwnge teorema:

(A) “Uma multiplicidade continua e dimens@es pode ser colocada em correspondénaiacani
com uma multiplicidade continua a uma dimensao(qoe € outra forma do mesmo teorema) os
pontos (elementos) de uma multiplicidade dimensfes podem se determinar por uma coordenada
real t, de tal modo que, a cada valor realtdeo intervalo (0...1), corresponde um ponto da
multiplicidade, mas também reciprocamente, queda @@nto da multiplicidade, corresponde um
valor determinado deno intervalo (0,..., 1).”

Na secdo 2, ele faz a demonstracdo do seu teoj@maando as fracdes continuas ao

invés das decimais, mostrando que coordenadas irracionais podem se relacionar

biunivocamente a apenas uma, também irracionalpoexposto para Dedekind nesta mesma

carta. Ainda demonstra o teorema (B), que diz ge&xiste uma correspondéncia valida para os
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irracionais, entdo também existe uma correspondérdida para todos os reais, no intervalo

(0...1). Este teorema aparece na secao 3 (p.3rép:c

(D) “Uma grandeza variavel, que pode tomar todos os valores numérigasionais do intervalo
(0...1), pode ser colocada em correspondéuanigocacom uma variavek, que toma todos os
valores reais, a saber, racionais e irracionais, s> 0 e< 1, de modo que a cada valor irracional
de 0 <e< 1, corresponde um valor real d& @ < 1 e somente um e, reciprocamente, a cada valor
real dex, corresponde um certo valor irracionalede

Sua demonstragdo aparece na secao 4, com algaitsedejue ndo se apresentam nesta
carta, entre eles a demonstracdo de que o congogonumeros racionais pode ser bem-

ordenado, isto é, seus elementos podem ser colcatoa forma de uma sequéncia(cf. se¢cédo

. . . A 2 .
3.2.10), além disso, ele da a sequéngia&1-— que na carta ele considera como uma
2V

sequéncia arbitraria, de nameros irracionais qualquer, que satisfaceoadicbese, < &,+1 €
lim(e, ) = 1 paravy = oo.
Alguns meses depois de Cantor ter escrito o arpgeém antes da sua publicacédo, ele

comunica outra demonstracao para Dedekind, em ane@m data de 23 de outubro de 1877.

... Sobre as pesquisas que fiz no verdo passadei @®s cuidados do Sr. Borchardt, ha um
trimestre, um trabalho que redigi sob o titulo “Ugmantribuicdo a teoria dos conjuntos”. Espero
gue em breve seja publicado. Como me foi perméigimveitar os seus conselhos amigaveis, pode
te interessar saber que encontrei, para um de meeusmas, uma demonstracdo ainda mais
simples. Se duas multiplicidades bem definidas poder postas em correspondéncia univoca e
completa, elemento por elemento, uma com a ous@.entdo dizer que témesma poténciau
ainda que saequivalenteschamo tambénequivalentesiuas variaveis rease b, quando podem
ser postas em correspondéncia univoca e compledacom a outra e escrevo, neste caso, como
vocé sabe:

a~b

Trata-se entdo do seguinte teorema :
See é uma variavel, que toma todos os valores irraison 0 e < 1, & uma variavel que toma
todos os valores racionais e irracionaid e< 1, temos:
e~ X

Demonstracdo: Sejap, 0 termo geral de uma sequéncia, que se compdedds DS
ndmeros racionais 0 e< 1; sejan, 0 termo geral de uma sequéncia formada de quaisgueeros
irracionais distintos >0 e < 1, por exemplo:

1, =
2
h designara a variavel que toma todos os valorestdosalo (0...1) com exce¢éo dase dosy,.
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Entéo:
1) = {h,ny, .}
e={h,n}.
Para a ultima formula, podemos também escrever:
(2) € {h! Mov-1, nZV}
Se compararmos as férmulas (1) e (2) observamms qu
h~ h ; I7V ~I72v—1 ; ¢V ~l72|/’
resulta que:

X~ e, C.Q.F.D.

Pode ser que vocé tenha estudado mais a questabelese, para a determinacéo do conceito da
multiplicidade n-upla continua, a condi¢cdo de aespondéncia ser continua € suficiente de modo
gue o conceito seja reforgado por si mesmo, assedorcontra qualquer contradi¢cdo?

P.S. : Olhei 0 novo manual de analise de Lipschidzg gostou? (cf. anexo)

Esta demonstracdo mais curta aparece na secodyeCantor justifica ndo ter omitido
as outras demonstracdes, mais complicadas, coasdtep interesse que elas tém por si mesmas.
Nesta carta a colaboracdo de Dedekind na obra deéoiCéca bem explicita, quando ele
reconhece que aproveitou seus conselhos amigaveis.

Na secédo 5, Cantor demonstra o teorema:

(G) Sejay uma variavel que pode tomar todos os valores tgovialo (0...1) somente com excegao
do 0,x uma variavel que admite todos os valores do inter{a..1) sem excecado, entdo se tem:

y~ X.

Nesta mesma carta, do dia 25, este teorema ap=rewe

(D) “Um numeroy, que pode tomar todos os valores do intervalolj0excetuando somente o
valor 0, pode ser colocado em correspondéncia caieom um ndmera que toma todos 0s
valores deste intervalo sem excecao.”

No artigo, esta demonstragéo € feita graficamdetenodo exatamente igual ao desta
carta.
Ainda na secdo 5, com o exposto na carta de 2¢ume, Cantor generaliza sua

demonstragdo para um intervado. (. ) qualquer.
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Na secéo 7, ele comenta, sem citar o nome de Defjedabre a dificuldade que o uso das
fracOes decimais acarretaria, problema expostaarta de Dedekind, do dia 22 de junho, para
ele.

Finalmente, na secdo 8, Cantor encerra o artigentaz uma generalizagdo de seu
teorema para conjuntos com um namero infinito deedisdes. Cantor teve a brilhante idéia de
usar um meéetodo analogo a demonstracdo que o corgimstnimeros racionais € bem-ordenado
para conseguir transformar as infinitas coordena@asm espaco de dimensdao infinita em um
espaco unidimensional.

Esta generalizacdo esta essencialmente ligada étebdp de que as dimensdes
infinitamente numerosas formam elas préprias unjucto da primeira classe ou poténcia.

Ligado ao teorema (A), ja enunciado, temos o segui

(A) “Seja X, X, .., %, uma série simplesmente infinita de grandezasaweis, reais,

independentes uma da outra, em que cada uma po@e todos os valores> Oe <1, e seja

uma outra variavel com os mesmos limités<{(t < 1), podemos fazer corresponder, por uma
operagdo em sentido Unico, esta grandemssistemax Xz, ..., X,..., que sdo em namero infinito.”

Este teorema (A’) nos leva, com a ajuda do teor@ngao seguinte:

(C) “Seja g, 6,..., € ... uma série infinita de grandezas variaveis indepetesd uma da outra,

em que cada uma pode tomar todos os valores nusériacionais do intervalo (0...1) e séja
uma outra varidvel irracional com os mesmos limislemos unir esta grandedapor uma

operagdo em sentido Gnico, ao sistema de grandazasimero infinito:g, §,..., % yeel

A demonstracdo de (C’) se faz da maneira mais ssnplplicando o desenvolvimento da

fracdo continua e pondo, como na 8§ 2:

e, =(a

1 pr 4

ar @y sees)
parap =1, 2, ...p0.
d=(8.5, -0,

e, estabelecendo entre os numeros inteiros pasitivep, a relacao:
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em que:

(ﬂ+ﬂ‘1)(ﬂ+V‘2)’

A=p+
H 2

(u+p-1)(u+v-2)
2

Com efeito a fungédol = u+ , como é facil de mostrar, goza desta

propriedade notavel de representar todos 0s nUnm@eISs positivos, e cada um deles, uma vez
somente, quandga e v tomam igualmente, independentemente um do ouwidmst os valores
positivos inteiros.

Fazendo a analogia com os racionais, vamos veo dima a tabela que relaciopae v,
com oA correspondente. A idéia é considerar sempre tasgsossibilidades do par que tem a
mesma soma, comecando com dois, até o infinito. Ueno subscrito € o valor db

correspondente ao par considerado.

11, 12 13 14
2, 2% 23 24
3% 32 33 34
4%, 42, 43 44

Cantor encerra seu artigo, enunciando pela prinvezaa Hipotese do continuo, isto €, a
guestdo de saber como se comportam, do ponto @edéssua poténcia, as diferentes partes de
uma linha reta continua, a saber, os diferentegictms de pontos que nds podemos imaginar em
namero infinito. Se agruparmos, em diferentes elgssonjuntos de poténcias diferentes e, na
mesma classe, conjuntos de mesma poténcia, chexgmeeoonclusdo de que o niumero de classes

obtidas depois deste agrupamento € um numero éngaoal a dois.
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53 DESDOBRAMENTOS E OUTRAS DEMONSTRACOES DO THEMRA DE
CANTOR

De uma maneira bastante simples, enunciamos o maate Cantor como: O numero de
dimensdes de um conjunto independe da sua potéNoaentanto, demonstra-se que a
correspondéncia biunivoca entre dois espacos castide mesma dimenséo, ndo pode também

ser continua, ou seja, ndo respeita a ordem eex&orentre 0s dois conjuntos considerados.

5.3.1 Demonstracdo de que a dimensao € um invariante tdggico

Cantor acreditou que sua descoberta levantavasadquee que a dimensao de um espaco
ndo podia ser olhada simplesmente pelo nimero alel@madas necessarias para determinar um
ponto; Dedekind chamou a atencédo de que, comorespandéncia biunivoca néo era continua,
os espacos de dimensdes diferentes ndo eram ta@ot@nte equivalentes, ou seja, a dimensao

continuava sendo um invariante topolégico.

O que era especialmente importante sobre o resuliad Cantor, entretanto, era sua ligagédo
explicita de aplicagdes e correspondéncias a quattadimensdes de figuras e espagos. Isto
provou ser um desafio direto aos fundamentos dangei@m, especialmente ao conceito de
dimens&o ao qual gedmetras até entdo usavamiatuinte, embora indiscriminadametite.

Uma demonstracdo bem simples dessa impossibilidadedada por Sierpinski
[p.70,1965]:
Teorema Nao existe nenhuma funcdo continua f(x;y) de dwmsveis reais x e y ( mesmo
continua somente em relacdo a cada uma das variseearadamente) a qual para diferentes
pares de numeros reais (X;y) assumiria sempreegteais diferentes.

Demonstracao Por absurdo, vamos assumir que tal funcao féeeigta.

L What was especially important about Cantor's tesubwever, was its explicit linkage of mappingsdan
correspondences to the questions of the dimensibfigures and spaces. This proved to be a dideallenge to the

foundations of geometry, especially to the concefptdimension which geometers until then had beengus
intuitively but uncritically.[ DAUBEN, p.941, 2003]
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Seja,
#) ¢(x) = f(x0), isto &,¢(x) serd uma funcéo continua na variavel x. Vamos escye(0)=a
e ¢(1)=b. Da suposicdo que, para pares diferentes (x;yjegmondam valores diferentes da
funcao f(x;y), segue por (#) quez b, por exemploa<b.

A fungé@o ¢(x), sendo continua no intervalo ]0;1[, assume nes¢evialo todos os valores

contidos entrep(0) =ae ¢(1) =b; consequiientemente, no intervalo ]0;1[ existe utarwa ( no
- 1
minimo um) tal quep(x,) :E(a+ b .

Além disso, sejab(y) = f(x,; y), isto &, ¥(y)sera uma fungéo continua na variavel y e

teremos:

()= (5,004 ()= (a+ )

comoa<b, a<W¥(0)<b e como a fungdo é continua para y = 0, n0s corchais que, para y
suficientemente pequeno, temos queaer¥(y) < b, isto é,a< f(x,, y)< b.

Essa desigualdade, entretanto, €& impossivel pgra0, ja que a funcéo
#(x) = f(x0)assume pard <x<1 todos os valores do intervalo ]a;b[ e a funcaqyj(xia
diferentes valores para diferentes pares das @siéx;y). C.Q.D.

Depois da publicagéo desse artigo, houve uma asladaste outros relacionados a ele com
0 objetivo de aperfeicoa-lo. Nos anos que se saguivarias demonstracdes foram feitas neste
sentido. Jakol.Uroth (1844 — 1910) deu varias provas para 0s casosntengdo menor ou
igual a trés, enquanto Enndiirgens (1849 — 1907) apresentou uma prova para 0 caso
bidimensional. Johanndhomae (1840 — 1921) tentou uma primeira demonstracéal gebre a

invariancia das dimensdes que logo se mostrouielfic e, em 1878, Eugedetto (1848 —
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1919) deu uma segunda prova geral, por inducédo, efeatambém nao foi completamente
satisfatoria.
Vejamos uma observacdo que o proprio Cantor faresesses artigos, consequiéncia de

seu trabalho, em uma carta para Dedekind, comeaadéa?9 de dezembro de 1878:

O fato de saber se as multiplicidades continuaswommimero diferente de dimensdes podem ser
colocadas em relagdo univoca e continua, ou magspmente sobre o teorema segundo o qual
isso ndo é possivel, foi 0 assunto das dissertaigh&@homae, Liroth, Jirgens e, ha poucos dias, de
Netto, no jornal de Borchadt, desde a publicacdo nieu trabalho sobre a teoria das
multiplicidades; no entanto, me parece que o assaintla ndo se esgot3ucf. anexo)

Em 1879, Cantor publica o artigéobre um teorema da teoria dos espacos invariantes
[(9) da lista 1.9], ja citado, em que faz uma dest@gdo, também por indugéo, que foi aceita até
1899, quando Jurgens encontra um contra-exemplo.

O enunciado deste novo teorema de Cantor dizurgegN&ao existe aplicacamntinua
de R"em R, n <p, tal que, a todo elemento d&", corresponde um s6 elemento ®é e, a
todo elemento d&® ", um ou varios elementos @' .

Detalhes essenciais da topologia de conjuntos agop tinham sido pesquisados, e
muitas ferramentas topologicas anteriormente npodiveis, mas necessarias para resolver a
guestdo da invariancia da dimenséo, foram apeddan

Somente em 191Brouwer (1881 — 1966), no artigo Prova da invariancia dmero de
dimensdes Beweis der Invarianz der DimensionenafBROUWER], deu a primeira prova
rigorosa da invariancia da dimensao que usavatagl®s sobre topologia do plano, obtidos por

Arthur Schonflies(1853 — 1928). [DAUBEN, p.942, 2003]

92 |La question de savoir si des multiplicités congiul'un nombre différent de dimensions peuventréatses en
correspondance univoque et continue, ou plutbtestiméoreme suivant lequel cela n'est pas possbiai I'objet,

depuis la parution de mon travail sur la théorig cheiltiplicités, de mémoires de Thomae, Lirothgédiis et, il y a
guelques jours, de Netto, dans le journal de Badthdl me semble pourtant que la question n'est @acore
complétement réglée.[Cavaillés, p. 221, 1962]
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Os resultados obtidos por Cantor e Netto forammgde partida para a investigacao de
curvas que completam o espaco (space-filling clilwvesie sao estudadas até os dias atuais.

Um exemplo disso nos foi dado por Beano[1890] que inventou uma curg@ntinua
gue passa por todos os pontos de um quadrado. Rssaioelece, entre 0s pontos de um
segmento e os pontos da area de um quadrado, ureapmndéncia que é: 1) univoca, porque, a
cada ponto do segmento, corresponde um e Unico gorquadrado; 2) continua, de modo que, a
pontos vizinhos sobre o segmento, correspondemogonizinhos no quadrado. Esta
correspondéncia porém nédo é biunivoca, pois, a pad® situado sobre um lado do quadrado,
correspondem dois pontos do segmento; e, a cad&eyécorrespondem quatro desses
pontos.[COSTA, p.319, 1981] Essa curva serve commo contra-exemplo para o teorema

enunciado por Cantor.

5.3.2 Demonstracao dada por Sierpinski para o Teorema d€antor

WaclawSierpinski (1882 — 1969), em seu liviaecons sur les nombres transfifil928],
faz uma demonstracdo parecida com a de Cantorcomasima modificagdo importante que lhe
permite trabalhar com a representacdo decimal do%eros reais. Sierpinski também usa a
representacao infinita para as decimais exatase@) se 0 numero terminar em uma sequéncia
de zeros, ele a substitui por uma sequéncia despdiminuindo uma unidade do ultimo namero
diferente de zero. Por exemplo, o numero 0,304 7000t representado por 0,30469999...

A diferenca dessa demonstracdo para a de Cantonadeparacdo das casas decimais,
gue ao contrario dele, que as separa em impat@®s, pgora ficam separadas de modo que cada
decimal ndo-nula fique junta com os zeros que aepkm (excetuando o primeiro zero que

aparece antes da virgula). Deste modo, a sucess@nada pelo ndmero
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e; = 0,120300040500067.... fica 1; 2; 03; 0004; 0®B0&) 7; ...., chamada por Sierpinski de
sucessao de Konig.

Se tivermos outro numerg & 0,0930070430500003... , a sucessédo de Konig glara
seria 09; 3; 007;04,3; 05;00003; ....

O par ordenado (g») OR? fica relacionado com o nimero @R, em que
d = 0,1092303007000404053...., intercalando ageit@mnos impares e pares das sequéncias de
Konig formadas poriee e respectivamente.

Essa relacdo é biunivoca, como desejada e nUmeeoapjesentam uma alternancia de
um algarismo e o zero, como 0,47805070903020tadaipor Dedekind em sua carta a Cantor,
agora podem ser obtidos. Neste exemplo, bastariggarpeo par ordenado

(0,480703...;0,7050902...). [GAMA, p.27]

5.3.3 Demonstragcao dada por Huntington para o Teorema d€antor

Huntigton [p.60] apresenta uma demonstracdo irdaree que nos da uma
correspondéncia biunivocago-continug entre um quadrado e um segmento de reta e que
chama a atencdo para o fato que a relacdo de d@rdawrificada, ou seja, sdo conjuntos que tém
a mesma poténcia, mas tipos ordinais distintas &sh&o sédo similares.

Seja (x; y) ]0;1[ x ]0;1[ e tO ]O; 3[ . Uma correspondéncia biunivoca entre agqm
do quadrado ]0;1[ x ]0;1[ e os pontos do segméd® podem entdo ser estabelecidas como
segue:

1) Os pontos (X; y), para 0s quais X e y sao ambo®nas, formam um conjunto
enumeravel e, consequentemente, podem ser coloeslosrrespondéncia biunivoca

com 0s pontos racionais do segmento ]0;3], ists gontos para os quais t é racional.
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2) Os pontos (X; y), para 0s quais x é racional gacional, sdo os pontos “irracionais” de
um conjunto enumeravel de segmentos verticais empdonseqientemente, serem
colocados em correspondéncia biunivoca com os pdirt@acionais” de um conjunto

enumeravel de segmentos que ocupam, digamosnikico do segmento ]0; 3.

3) Similarmente, os pontos (X; y), para 0s quais yaaonal e x é irracional, podem ser
colocados em correspondéncia biunivoca com os gdimtacionais” do terco médio do

segmento ]0;3[.

4) Finalmente, os pontos, para 0s quais X e y saoiamais, podem ser colocados em
correspondéncia biunivoca com os irracionais dongiro terco da linha, pois todo
namero irracionak entre 0 e 1 pode ser expresso como uma fracaaardimples que

nao termina, a = [aa;as;...] que €:

em que @ &, &, ... S840 inteiros positivos tal que para 0 pontc= {Xi; X2;Xs;...],
Y = [V1; Y2;Y3;...] N0 quadrado, nds podemos designar o pontx{; 31;X2;Y2;X3;Ys;...] sobre a
linha; enquanto reciprocamente, o ponto t;=tffts;...] sobre a linha nés podemos designar o
ponto X = [i; ts;ts;...], ¥ = [b; t; t6;...] NO quadrado.
Assim a correspondéncia entre os pontos de um ag@adr os pontos da linha € completa;
e 0 método é facilmente estendido para qualquerermirde dimensdes, finito ou infinito

enumeravel.
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CONCLUSAO

Analisando o processo criativo de Cantor, em &lag criacdo dos numeros transfinitos,
podemos dizer que tudo comecou em 1870, quandcestiedando a unicidade das séries de
Fourier sentiu a necessidade de pesquisar comorgsntos de pontos de descontinuidade da
funcé@o representada por esta série, que podiaranserimero infinito, se distribuiam na reta
real.

A percepcdo de que existiam conjuntos discretogregiraios acarretava ndo sé uma
diferenca qualitativa, mas também quantitativa.tdle®va teoria do infinito, este deixa de ser
Unico e a idéia de um infinito que estd sempre e@mdcao, potencial, d4 lugar a um infinito
efetivo, visto como algo completo, mas, mesmo gsainda tendo a caracteristica de sempre
poder crescer, ir além, dando origem aos numeasftnitos.

Na defini¢cdo dos conjuntos derivados:

PO PO PO pE pED  pEd | pEd | pE) pE? | peD | peT)
podemos observaesta caracteristica facilmente. Como vimos, nétalap2, o fato de poderem
existir conjuntos derivados que ndo fossem vazars menhumv, finito, fez Cantor pensar,
entdo, que pudesse existir o conjunto derivRfie seus sucessores.

Paralelamente ao conceito de infinito efetivo, deno infinito absoluto, aquele que é
incapaz de crescer e por isso esta ligado ao pledeeus.

Foram sistemas desse segundo tipo de infinito qaeretaram o aparecimento dos
paradoxos na teoria dos conjuntos, mas isso ematadau a confianca que Cantor tinha em sua
teoria. A distincdo entre multiplicidades consigtsre inconsistentes resolveu este problema. As
multiplicidades, cujos elementos podem ser pensadoso “existindo simultaneamente” de

modo que formam um so objeto, Cantor denominogaiguntq ja as multiplicidades, como o
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sistema composto por todos os ordin&ly, (Ou o sistema composto por todos os cardirmgis (
foram chamados de inconsistentes; a existéncidtémea de seus elementos gera paradoxos de
modo que elas ndo podem ser vistas como um s@akjessim como o poder absoluto de Deus,
sdo incapazes de serem aumentadas. Com estag@kdinds paradoxos que surgiram na teoria
dos conjuntos deixam de existir, j& @@ n ndo podem ser considerados como conjuntos.
Analisando as cartas do ano de 1877, principaknangue Dedekind escreve em 2 de
julho, em resposta a carta de 25 de junho, vimesrgta e plano sdo equipotentes, mas, para
passar de um para o outro, é imprescindivel quee Umag pulverizacdo da reta de maneira que
suas propriedades, como é o caso da dimensaonfidifierentes. Neste periodo, Cantor comeca
a delinear o que viria a ser a teoria dos cardinansfinitos. Com a descoberta nada intuitiva que
espacos de dimensdes diferentes poderiam ter oarfégamanho”, mas propriedades topologicas
completamente distintas, foi que Cantor chegour&loedo de que os elementos de um certo
conjunto devem ser vistos como “atomos” isolados mmlo que a maneira como estdo
distribuidos ndo deve ser considerada, ou sejegntley abstrair sua ordem; mas, quando
pensamos os elementos do conjunto, como entes ffemBvENO caso, pontos de um espaco n-
dimensional, devemos questionar essa conclusas, mmirealidade, se ndo considerarmos
nenhum tipo de relacdo entre os pontos de um canjafinito, ndo poderiamos distinguir o
enumeravel do continuo. A express@®racionais possuem “buracos” que sdo preenchictoa
os irracionais ndo teria sentido. Concluimos entéo, que dadoanjunto é imprescindivel, para
conhecer seu numero cardinal, que se abstraia dEmatureza também a sua ordem e
consequentemente propriedades como comprimentoendao ndo podem ser consideradas.
Sobre a questdo levantada no quinto capitulo aagicpossibilidade de detectar se,

independente da sua correspondéncia com DedekardpiCteria construido com tanto sucesso
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sua teoria, pudemos concluir que, ao que tudoandidroca de idéias foi fundamental para que

Cantor atingisse sucesso ha sua construgao teorica.

Segundo as anotacdes de Dedekind, foi ele prépue de fato demonstrou a
enumerabilidade dos numeros algébricos. Além dissn, conselhos a Cantor em varios
momentos, nas suas demonstragfes sobre a equisa@ice reta e plano. Dedekind foi o
primeiro a enunciar um teorema a respeito da iémaid das dimensdes e que afirmava que “se
dois espacos tém dimensdes distintas, entdo qudlgugio biunivoca entre estes dois espacos
sera obrigatoriamente descontinua”.

E esse também o pensamento de Pierre Dugac, quantenta sobre as Ultimas cartas
entre os doi§: Assim acaba esta correspondéncia que durou 2§, aoorespondéncia que
mostra a importancia da influéncia de Dedekindesabobra cantoriana. [DUGAC, p.130, 1976]

Além de Dedekind, também influenciaram Cantor: ¥#&liein, editor doMathematiche
Annalene mais tarde Mittag-Leffler, editor dacta MathematicaEsse Ultimo, em 11 de margo
de 1883, escreve para Cantor sugerindo que nactiadoara o francés derundlagenfosse
retirada a parte filoséfica. [DAUBEN, p. 96, 1990]

Ja no final do século XIX, podemos dizer que o quak inverte e Cantor passa a
influenciar uma nova geracdo de matematicos, estes Hilbert, Bendixson e Felix
Goldscheider, que era professor em classes dedENsidio.

Outro dado significativo € que os matematicos quanh contrarios a sua teoria serviram
como incentivo para que Cantor prosseguisse em e&uslos e construisse uma aritmeética
transfinita tdo bem fundamentada, que fez com gue Bovos numeros fossem aceitos, como ja

tinha acontecido com os niumeros negativos, osomais e 0s numeros complexos.
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Apesar de toda a oposicao sofrida por Cantor, podefizer, que o trabalho realizado por
ele, juntamente com Dedekind, foi um divisor deaggpara o estudo da analise matematica e
tudo o mais que envolvesse o0 conceito de infinitglicito ou explicitamente em seu
desenvolvimento. Alguns exemplos sdo a definicé® mameros irracionais e 0s conceitos de
limite e de continuidade.

O proprio Cantor escreve na segunda paginardodlagenfCANTOR, 1883]:

Por mais arriscada que tal ampliatgpossa parecer, me atrevo a expressar nio so lamEsne
sendo a firme conviccdo de que, com o tempo, edensfio serd vista como uma coisa
absolutamente simples, adequada e natural.

Podemos dizer que Cantor acertou parcialmente m@iEnostico, pois apesar da sua
teoria ser hoje conhecida entre a maioria dos nétens, ela ‘ainda’ ndo é considerada simples,
adequada e muito menos como algo natural. Quemusaliba ainda viremos a ensinar a teoria
dos numeros transfinitos para classes do EnsinoidMéoimo fazemos atualmente com o0s

nlmeros complexos.

Seria interessante, continuando esta pesquisdsamat cartas de Cantor para Mittag-
Leffler que foram escritas no ano de 1884 e denagem ao seu artigBrincipios de uma teoria
dos tipos ordinaig(22) da lista 1.9], onde ele fazia um estudo afpeate sobre as propriedades
dos tipos ordenados. Cantor, seguindo a orientdgddlittag-Leffler, acabou desistindo de
publica-lo.

E importante salientar que, expondo suas duvidagpeeensfes diante de seus

correspondentes, principalmente Richard Dedekiaht@ construiu uma teoria solida que teve

% A (ltima carta entre Cantor e Dedekind, que seomma no livro Correspondence Cantor-Dedekind
[CAVAILLES, p. 247, 1937] com a data de 30 de agode 1899, trata da comparabilidade entre os nisnero
cardinais transfinitos.

% Em relac&o aos nameros ordinais finitos.
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seu fechamento com o arti@eitrage[(27) e (28) da lista 1.9], escrito quase no fidalséculo
XIX, no qual expde a teoria dos numeros cardimaissfinitos e sua aritmética.

Gracgas a teoria dos numeros transfinitos criadeCamtor, podemos dizer que a maioria
das questdes que envolviam o conceito de infioitarh esclarecidas.

Os estudos de Cantor abriram caminho para quesontatematicos pesquisassem sobre a
invariancia da dimensao que resultou em um graederdolvimento na area da topologia que,
no inicio do século XX, dava seus primeiros pasalisn disso, possibilitaram o reconhecimento
de uma variedade de infinitos e de como por meiardiaética transfinita podemos operar com
0s numeros transfinitos relacionados a eles. Asgimnfinito potencial aristotélico finalmente
deixa de reinar solitario na matematica, abrindmtyara que passemos a considerar o infinito

efetivo.
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APENDICE A - Observacées sobre o Axioma da Escolha

O livro de Moore [p.330] traz vérias proposicfegidamente equivalentes ao Axioma da
Escolha, embora aparentemente elas parecam dé@syrgmdemos perceber que algumas sao

auto-evidentes enquanto outras parecem ser falsas.

| Dada qualquer familia T de conjuntos ndo-vazios, éte uma funcao f tal que f(A)JA

para cada AemT.

Il Teorema da Boa-Ordenacao

II.1 Os numeros cardinais sdo bem-ordenados pejaitnde.

I1.2 O conjunto poténcia de um conjunto bem-ordenaatle ser bem ordenado.
[1.3 Todo conjunto que pode ser ordenado, podeeamrordenado.

I1.4 Todo numero cardinal infinito € um alef.

Il Axioma Multiplicativo : Para toda familia disjunta T de conjuntos néc’nosaU (19 = UT ,

em que T é definido como sendo a classe de todas as sabslM;daUT tal que, para todo S

em T, MN S tem exatamente um membro.[WhiteH8at902].

IV Tricotomia dos Cardinais: Para quaisquer cardinais m e n, temos: m < m,> n ou
m =n.

IV.1 Se m é infinito e & m, entdo n.m = m.

Um dos fatos que contribuiram para a nao aceitagicAxioma da Escolha foi o
Paradoxo de Hausdorff, que afirma: A metade de esfera € congruente a um tergco da mesma
esfera. Este teorema sé podia ser provado usadd@mma da Escolha, logo este ndo podia ser
verdadeiro. Mais tarde, Banach e Tarsky estenderdharadoxo de Hausdorff, demonstrando,
via Axioma da Escolha, que qualquer esfera S pedalscomposta em um numero finito de

pedacos e reunida em duas esferas com 0 mesnyuEab.

% WHITEHEAD, Alfred North,On Cardinal NumbersAmerican Journal of Mathematics 24, p.367, 1902.
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Mais alguns exemplos inadmissiveis surgem quandaisse o Axioma da Escolha:
[MOORE, p.207]

« Existe um subconjunto A d&®? tal que toda linha tem exatamente dois pontos em
comum com A (demonstrado por Stefan Mazurkiewicz.).

« Existe um subconjunto ndo-enumeravelRleque € de %categoria sobre todo conjunto
perfeito. Um conjunto é de primeira categoria ssiéo contavel de uma quantidade de
conjuntos densos em nenhuma parte (demonstraddikaai Luzin).

e Existe um subconjunto ndo-enumeravel A de um dathrnvalo | tal que toda bijecao
continua de | transforma A em um conjunto de medit@ (demonstrado por Luzin e

Sierpinski).

Apesar desses resultados aparentemente paradm¥aigyma da Escolha foi se impondo
devido a sua grande utilidade. O primeiro matera&igerceber como a Andlise dependia do
Axioma, foi MicheleCipolla, que reconheceu que, considerando-se o Axioma eentadeiro,
obtinha-se a equivaléncia entre ponto limite e @dintite sequencial, bem como continuidade e
continuidade sequiencial. Além disso, o Axioma passter um papel fundamental na Algebra,
Logica e Topologia. Quando as primeiras pesquisesecaram em Teoria dos Modelos, o
Axioma da Escolha ajudou a estabelecer o Teorent@wenheim-Skolem. Na Topologia, uma
aplicacdo frutifera ocorreu no Teorema da Compdeidde Tychonoff, que mais tarde se

mostrou equivalente ao proprio Axioma.
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APENDICE B - Demonstracdo do Teorema da Boa-Ordenac&o:
Todo conjuntaM pode ser bem-ordenado.

Que todo conjunto finito pode ser bem-ordenadaviakr Arrumando seus elementos pela
ordem de grandeza, obtemos também uma boa-ordesun®emos entdo que é um conjunto
infinito e dividiremos a prova numa série de passos

Primeiro passo: Sejam os elementos & denotados por m, e sejafd(o conjunto de

todos os subconjuntos dé Em todo subconjunta/de 9, diferente do vazio, nés escolhemos de

alguma maneira um elemento en 0 associamos com o0 conjur@ NOs chamaremos este

elemento de “elemento diferente” dée o denotaremos por ngf). O que nos da o direito de
escolher este elemento égioma da Escolha

Vejamos um exemplo: S = {2, 4, 6, ...} e P(S) = {2}, {4}, {6},..., {2, 4}, {2, 6},

{4, 6}, ....{2, 4, 6}, ...., S}, vamos associar daguinte maneira 2 &({2}), 4 = ¢o({4}), o({6}),
2=0({2, 4}), 4 = o({4, 6},...., 2 =0(S). Aqui a escolha é a mais simples possivel:llescms o
menor elemento do conjunto, pois o conjunto S ré-bedenado.

Como vemos, no exemplo, ndo € necessario que gubtms diferentes)\’ tenham
“elementos diferentes” distintos. Essa correspocidéentre elementos n e 0s subconjurigs
designada como uma cobertura do conjunid) R permanece fixa por toda a prova.

Segundo passoPara o0 conjuntav e a cobertura estabelecida devP€om elementos
“diferentes”, um subconjunto bem-ordenado nao-vazie M € chamado umB-seqiéncia,se
para todo elemento c dee para o segmeniq del” determinado por d¢ pode ser vazio, mas
invariavelmentev —I'c # @ ) a relaca@(M—TI'c) = c é satisfeita.

Se noés temos umB-sequéncia , precisamos escolher algum elementaf del’; tal
elemento ja é dado cohy, a saber, c.

I'-sequéncias sempre existem. Pois, se em geral=m(#), entdo {m} € uma
I'-sequéncia. Vejamos, esta sequéncia s6 é forméal@lpenento iy assiml'mg, € a sequéncia
formada por todos os elementos que antecedgrourseja, nenhum elemento, istbrg, = J e
assimp(aM - I' M) = o(M - D) =p(M) =y .

Mas podemos dizer mais: Todlasequéncia tem gncomo primeiro elemento. Isto é

verdade porque para_o primeiro elementdec umal-sequéncia nés temads = &, e assim,

analogo ao que ja mostramos ¢®/—1'c) = (M - @) =e(M) = m.
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Além disso, se mé o elemento “diferente” def — {m¢}, entdo obviamente {g) ny} €
umarl-seqiéncia. Mais que isso, todaequéncia com no minimo dois elementos tencamo
segundo elemento, pois se ¢ é o segundo elemantiy eomo o primeiro elemento &,m
I'c = {mp) e assim ¢ ®(M — {mp}) = M.

Para as duas menor€sseqiéncias no0s temos assim estabelecido o fatelgsesdo
segmentos de tod&ssequéncias que contém no minimo 0 mesmo nimezedentos.

Temos ainda o seguinte resultado:

Terceiro passo:De duasI'-seqiéncias distintas € invariavelmente o casounua €
segmento da outra.

SejamlI’, I'* duasI'-sequéncias distintas. Entdo, em qualquer casoy comuntos bem-
ordenados sdo sempre comparaveis, uma delas, diggnéosimilar ao segmentc* do outro.
Noés temos que mostrar qliex seg(*) neste caso, implica realmenife= seg(*). Em outras
palavras, se o elemento Ot associado com um elementa tI" é denotado por c*, temos que
provar que invariavelmente ¢ = c*. Isso é verdadpara o primeiro elemento decomo ja foi
mostrado no segundo passo. Infere-se entdo que,mkicdo transfinita, o resultado é valido

para os outros elementos.

Suponha que a afirmagao seja correta para todocc Entdo os segmentads, e I';
coincidem. Assim, €= (M - /) e c, =@¢(M - I';) tem que ser iguais. O que prova a
afirmacéao.

Dai segue imediatamente:

Quarto passo: Se duasI-seqUéncias tém um elemento ¢ em comum, entdo seus
segmentos determinados por ¢ também coincidemsdpie que se dulisseqiéncias tém dois
elementos a e b em comum, entdo a <b ou a >dmdmas as sequéncias.

Quinto passo:A unidoX de todad-sequéncias pode ser ordenada, posesk sao dois
elementos distintos d& eles pertencem a duBssequéncias, digamdseI™. Se I' #T'*, entéo,
de acordo com o terceiro passo, uma delas, dighim®sim segmento da outra. Os elemenatos
e b entdo pertencemI&. Em virtude da ordem dos elementos Emuma das relagdes< b ou
a>b é determinada paig b. Pelo passo anterior, esta determinacdo é independo conjunto
particularT™* ao qual o elemento pertence. Esta relacdo denorél satisfeita parme b emX

também. Isto determina uma ordem pardado que nds podemos mostrar que a relacao de
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ordem é transitiva. Se@< b, b <c para trés elementos BeE seja determinando a ordem de
aeb; eI™ determinando a ordem deec.

Entdo, novamente pelo passo anteddrtambém contém o segmenky, e assim, em
particular, o elementa. Como a ordem de dois elementos é determinadégal -seqiéncia
gue os contéma e ¢, em particular, é também determinada pdristo é,a < ¢, como foi
afirmado.

Sexto passoO conjuntoX é realmentdem-ordenadopela ordem determinada.

Nés temos que mostrar que todo subconjunto nd@\EZzide ¥ tem um primeiro
elemento. Seja ¢c* um elemento arbitrario Xfte em que, apenas para a demonstracdo, noés
assumiremos que c* ndo seja o primeiro elemenrd® elemento c* pertence ao conjurith
Seja a* um elemento arbitrario que precede c*&nEntédo, de acordo com a determinacdo da
ordem ent, a* precede c* em uma ceiifaseqiiéncia e assim, pelo quarto passo, tambéff.em

Os elementos que precedem c* Efrformam assim um subconjunto do conjunto bem-caden

I'*, e existe conseqientemente um primeiro elemerte eles.

Sétimo passoO conjuntoX € realmente umi-sequéncia.

SejaX; 0 segmento determinado por um elementte . O elementa pertence a um
conjunto I', e determina neste conjunto um segmehto De acordo com 0 argumento
apresentado no passo anterior, todo elemenig pertence &, e a reciproca segue da ordem de
2. Assim,X. =I'¢ e consequentementg(M —Xc) = o(M-T.) =cC.

Oitavo passo:M =X, e por issov é bem-ordenado pelo dado procedimento.

Se nos tivéssemas ¢, M —X poderia ser um subconjunto ndo-vaziosdee poderia
possuir um elemento diferernte EntdoX + {z}(soma ordenada) poderia ser um conjunto bem-
ordenado, de modo quevenha depois de todos os elemento&.dPara todo segmeniq de
X + {z}, determinado por um elementodeste conjuntap( -I",) = c; porque para £ z isto é
verdade pelo passo anterior e para ¢ = z. pelaiciéd dez.

Assim, ¥ + {z} seria também umd'-seqiéncia , contradizendo o fato que por

definicdo, contém todB-sequéncia.[KAMKE, p.112]
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APENDICE - C - Fragdes Continuas

Estamos interessados em trabalhar apenas com rgigrdre 0 e 1, como fez Cantor em
sua demonstragéo, por isso ndo consideramos dgargeue normalmente aparece somando a
parte fracionaria.

Com o objetivo de facilitar a escrita consideramsema fracdo continua

e= 1 , escrita como uma sequén¢a, a,,....a, ,.ahde a, 0 N*.

A representacdo de um numero racional na formardeftacdo continua sempre nos dara
uma sequéncia finita. Por exemplo:

19 1

24 1+ 1

=(1,3,1, 4)

Para acharmos esses valores basta utilizar o #Algorde Euclides para o calculo do

maximo divisor comum (M.D.C.), em que os valoresragrito formam a seqiéncia desejada.

24| 19| 5/ 4 |1

Veremos a seguir que toda fracdo continua infiniggpresenta um ndmero
irracional.[SIERPINSKI, 1988]
Para fazermos a representacdo de numeros irr&cipmameio de uma fracdo continua,

vamos consideratum numero irracional &J a parte inteira desse numero.
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Comox é irracional 0 <«x — & < 1 o que implica que o nimensQ = € um numero

X—&
irracional maior que 1.

Seja entd@; = [Xy]; claramente,;] € um nimero natural e, por um raciocinio simjgar

mostrado,x, = € um namero irracional maior que 1. Procedendoed®sslo, nds obtemos

uma sequéncia infinita, x,,... de nimeros irracionais, todos maiores queulma seqiéncia de

numeros naturaia, = [x,] tais quex, =;para qualquen =1, 2, 3, ...Xo sendo tomado
-1 %1
igual ax.
~ 1
Temos entao: X,=a._,+— paran=1, 2, ...
Xn

A sequéncia das igualdades:

x=aO+i; x1:a1+i;_,_ ; Xn_1=an_l+i nos da:
X % X,

1
n(n+1)

Pode-se provar qu¢x—- R, |< paran=1, 2, ....

Assimx=1im R,.

n - oo
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Nés expressamos isso dizendo que o numxedo representado pela fracdo (infinita)

1

L1
& 1

%+%+m

Sierpinski assim provou: Qualquer numero irradiongode ser expresso como uma

continua simplex = g, +

fracdo continua simples infinita, a representagdme obtida pelo uso do algoritmo apresentado

acima.
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APENDICE - D - Paradoxos de Zen&o
Segundo oNovo Dicionario da Lingua Portuguesde Aurélio Buarque de Holanda

Ferreira, versao eletronica, temos para a pala&RABDOXO os seguintes significados:

[Do gr. parddoxon, pelo lat. paradoxon.]

S.m.

1. Conceito que € ou parece contrario ao comontr&-senso, absurdo, disparate.

2. Contradicdo, pelo menos na aparéncia.

3. Figura em que uma afirmacao aparentementeaciitdtria €, no entanto, verdadeira.

4. Filos. Afirmacdo que vai de encontro a SistBnou pressupostos que Se impuseram, COmo

incontestaveis ao pensamento. [Cf., nesta acquiaee antinomia.]

5. Lég. Dupla implicagdo entre uma proposicdo e sugagin, que caracteriza uma contradi¢do
insolavel.

6. L6g. Dificuldade na conclusdo de um raciocirseja pela vaguidade dos termos das suas

proposicdes, seja pela insuficiéncia dos instruoeldigicos formais.

O infinito é um dos conceitos que mais faz gerar idéias pea#l Veremos aqui dois
exemplos dos mais antigos e famosos paradoxosrd®Z&ldsofo que viveu em Eléia, no quarto
século antes de Cristo.

Zendo argumentava que o movimento ndo podia exjsir era impossivel, pois para uma
pessoa se mover de um ponto a outro, ela terialigatoriamente cobrir a metade da distancia
entre estes dois pontos, entdo metade da distanuia faltaria ser percorrida. Assirad
infinitum, ela precisaria de um numero infinito de etapaa phegar ao seu destino.

A resposta surge entdo na Escola Platdénica em tlrramo 350 a.C. por meio do método
de exaustdo creditado a Eudoxo. O método de exaashdite que uma grandeza possa ser
indefinidamente dividida e baseia-se no seguintstytado: “Se de uma grandeza qualquer
subtrai-se uma parte ndo menor que sua metadessthnte subtrai-se também uma parte ndo
menor que sua metade, e assim por diante. Chegapse fim a uma grandeza menor que
qualquer outra predeterminada da mesma espécisgjaundo sobra nada.

Este postulado resolve o paradoxo de Zendo, mesatdade o que ele faz € postular que
um determinado processo infinito tem fim e esgograndeza inicial. Ele serviu de base, no
século XVII, para que Leibniz e Newton, inventassenicalculo diferencial” e, em 1821,
Augustin-Louis Cauchy introduzisse a idéia de kmit

Hoje sabemos que uma soma infinita pode dar umltadsu finito. Vejamos
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4 2+ Va o+ e 1

Outro paradoxo, também elaborado por Zenéo, é asarmorrida entre a Tartaruga e Aquiles.
Zendo argumentava que se a tartaruga saisse cammaalgantagem, Aquiles jamais conseguiria
ultrapasséa-la. O raciocinio € analogo ao paradaeriar: para chegar até a tartaruga, Aquiles lavar
um tempo, o suficiente para que a tartaruga andassgouco e continuasse na sua dianteira e assin
eternamente. Na vida pratica observamos que Aquilespassa a tartaruga, e que as pessoas quanc
percorrem um caminho chegam ao seu destino. [BUNCH]
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APENDICE - E - Detalhes sobre o gréafico da funcéo de Cantor

Sabendo que foi utilizado o computador para a ealdo desse gréfico, ndo é possivel
trabalhar com sequéncias infinitas e por isso,r&stas trabalhando sempre com um ndmero
finito de casas, ou seja, os calculos considerawxapacdes racionais dos nameros irracionais
entreO0el.

Apesar dos problemas ja expostos utilizando ermsistdecimal, evitamos o uso da fracdo
continua por uma questao de simplicidade.

E.1 Sobre a continuidade da fungéo

Como foi demonstrado por Sierpinski [1927], estacfo é continua para todos os
nameros irracionais, isto €, ela ndo é continua pan numero infinito enumeravel de
descontinuidades. Como estamos trabalhando no msistdecimal, podemos observar
algebricamente que cada vez que o digito mudapkea@zero, em alguma casa decimal, vamos
ter um ponto de descontinuidade. Em particularndaasta mudanca é na segunda casa decimal
a primeira casa decimal aumenta em uma unidade isgmobservamos no grafico, uma lacuna

em cada décimo. Em qualquer uma das casas decian@isorrer uma descontinuidade.

Definicdo: Dada uma funcéo f:-& Y. Diz-se que f €ontinuaem p[] E selJe > 0corresponde
& > 0 tal que |f(x) — f(p)| < 0 para |x — p $.fRudin, p.85]

Se quisermos entdo mostrar qued é continua temos que mostrar que:
0o>0 Le>0 tal que se pode encontrar ugcom | — p| <3, mas| f (x;) — f(p)[z €.

Em patrticular.
Seja p = 0,09999....&= 0,002 e x=0,1001, temos:
|0,2001 — 0,0999...| < 0,002, mas
[f(0,2001) - f(0,0999...)| C|(0,20; 0,01) - (0,09; 0,99)| = |[0,01; -0,98) =

\/0,012 +(—-098)° = \/0,0001+ 0,9604= \/0,9605: 098aproximadamente, ou seja, quase igual a

um. Variamos x em 0,0001e f(x) deu um salto de guasa unidade.

Quando a mudanca é na terceira casa decimal, feanag = 0,009999...5,= 0,0002 e
Xs = 0,0102, que:
|0,0102 — 0,00999...| < 0,0002, mas
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f(0,0102) - f(0,00999...)] C|(0,00; 0,12) — (0,09; 0,09)| = [(-0,09; 0,03)] =

J(-=009) + (003 = ,/0,0081+ 0,0009=,/0,009 10,0948,

E.2 Alguns pontos do gréafico da funcdo de Cantor

A idéia foi construir o grafico da funcéo que lewdos os elementos do conjunto formado
pelos numeros entre 0,0001 e 1 (conjunto discretd 0000 pontos, com o formato de uma
progressao aritmética com razao 0,0001) a um mhenado, conforme Cantor demonstrou em
seu artigo de 1877, ficando o ponto no espaco cseguintes coordenadas (z; x; y) = ( 0,abcd ;
0,ac; 0,bd).
O gréfico foi gerado pelo programa Maf5léSegue o c6digo feito por Rodrigo Devofder

wi th(plots):

casas_deci mai s: =4;
st ep: =0. 0001,

pontos: =[]:
ncd: =cei | (casas_deci mai s/ 2):

for z from0.0001 by step to 1 do

cx[ 0] : =z:
for i from1l to ntd do
cx[i]:=trunc(cx[i-1])*10+trunc(cx[0]*10~((i*2)-1))-trunc(cx[0]*10
A(1*2)-2))*10
od:
coord_x: =eval f (cx[ ncd] / 10*ntd, ntd):

cy[0]: =z:
for i from1 to nmcd do
cy[i]:=trunc(cy[i-1])*10+trunc(cy[O0]*10~(i*2))-trunc(cy[O0]*10"( (i
*2)-1))*10
od:
coord_y: =eval f (cy[ ncd] /10"ntd, ntd):

pont os: =[ op(pontos), [z, coord_x, coord_y]]:
od:

pont 0s;
Nurrer oDePont os: =nops( pont 0s) ;

poi nt pl ot 3d( pont os, axes=NORMAL, col or =r ed, synbol =ci rcl e, | abel s=[ z, x,y]);

% www.maplesoft.com
% Professor de Matematica, atualmente cursando ¢rtiesem Ensino de Matematica do Instituto de Matiaa
da UFRJ.
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Foram obtidos os seguintes pontos [z; X; V]

[0,0001; 0,00; 0,01],
[0,0002; 0,00; 0,02],
[0,0003; 0,00; 0,03],

[0,1213; 0,11; 0,23],
[0,1214; 0,11; 0,24],
[0,1215; 0,11; 0,25],
[0,1216; 0,11; 0,26],

[0,7316; 0,71; 0,36],
[0,7317; 0,71; 0,37],
[0,7318; 0,71; 0,38],

[0,9997; 0,99; 0,97],
[0,9998; 0,99; 0,98],
[0,9999; 0,99; 0,99].

Totalizando 10000 pontos.
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ANEXO - Cartas na ordem cronolégica

As cartas deste anexo foram escaneadas do livieQWKOWSKI e NILSON [1991],
que pode ser consultado, na biblioteca do InstdetMateméatica Pura e Aplicada (IMPA).

Carta do pai de Cantor, Georg Woldemar Cantor, giareem 1860 (pagina 2

I  Georg Woldemar Cantor
an seinen Sohn Georg — Pfingsten 1860 — I, X1V

»~Geliebter George! Moge durch die Giite des Allmichtigen, des Schopfers des
Weltalls und Vaters aller belebten Wesen, dieser Tag von segensreichem Einflul} auf
Dein ganzes kiinftiges Leben werden! M&gest Du immerfort und unablassig vor
Augen behalten alle die tugendhaften Vorsiitze, die Du Dir heule ohne Zwcifel im
Stillen zum Geldbnis gemacht hast! ... Die kiinfligen Lebenswege und Schicksale
des Menschen liegen im tiefsten Dunkel verborgen vor ihm. Und es ist gut, dal} es
s0 ist. Miemand weil3 vorher, in weclche unglaublich schwierigen T.agen und Berufs-
verhilinisse er zufillig geraten, mit welchen unvorhergesehenen und urvorherzuse-
henden Widerwirtigkeiten und Schwierigkeiten er in den verschiedenen Lagen des
Lebens anzukdmpfen haben wird.

... Wie oft sind nicht schon die allerhoffnungsvollsien Menschen, nachdem sie
ins praktische Leben eingetreien, schon in den ersten ernstlichen Kampfen nach
kurzem chnméchtigem Widerstand cricgen. Mutgebrochen verkiimmerten sie hin-
terher vollsténdig — im géirstigsien Fall wird noch aus ihnen ein sogenanntes ver-
kommenes Genie! ... So enden wahrlich nicht selften junge Menschen, die schein-
har mit den vielversprechendsten Eigenschatten des Geistes sowohl wie des Kor-
pers ausgestattet und deren Aussichten fiirs spétere Leben auch durch Vermégen
und Familienverhiltnisse in ihrer Jugend die allerrosigsien von der Welt waren!

Doch — ihnen fehite der feste Kern, aufl den alles ankommt! Nun, mein teurer
Sohn! ~ glaube es mir, Deinem aufrichiigsien, treuesten und erfahrensiten Freunde
— dieser {este Kern, der in uns leben muf, das ist: ein wahrhaft religidses Gemiuit!
Dics offenbart sich uns selbst durch ein qufrichriges denziltiges Gefiihi dankbarsier
Clottesverehrung, aus welcher denn auch das siegreiche, unerschiitteriich feste Got-
tesvertrauen erwdchst und uns unser ganzes Leben hindurch in jenem stillen zuver-
sichtlichen Verkehr mit unserem himmlichen Vater erhalt!

... Um aber auch alfen jerierr anderen Drangsalen und Schwicrigkeiten zu begeg-
nen, die im eifrigen Streben nach Erfolg und Gliick in unserer eigentlichen Fach-
oder Berufstitigkeit durch Neid und Verleumdung offener oder geheimer Feinde
unauswcichlich sich uns entgegentitrmen, um auch diese mit Erfolg zu bekimpfen,
dazu gehort in erster Reihe die Erwerbung und Aneignung der gréltméglichen
Summe grindlichster, vielseitigster Fachkenntnisse und Fahigkeiten. Diese sind
heutzutage eine wnbedingre Notwendigkeit, wenn der strebsame und ehrgeizige
Mann sich nicht von seinen Feinden verdringt und sich selbst in zweiter oder drit-
ter Linie stehend sehen will.

Zur Erlangung vielfacher griindlicher wissenschafilicher und praktischer Kennt-
nisse, zur vollkommenen Aneignung fremder Sprachen und Literaturen, zur viel-
seitigen Bildung des Geistes, auch in manchen humanistischen Wissenschaften —
um durch all dieses erst Dich wiirdig auszuriisten zu jenen Kdmpfen — dazu ist
nun, dieses mulit Du Dir immerfor: wohl bewulit bleiben! — dazu isr die eben an-
getretene zweitfe Periode Deines Lebenslaufes, das Jiinglingsalter, bestirmm{. Was
der Mensch aber in dieser Periode versiumi oder durch vorzeifige Vergeudung sei-

18 I Georg Woldemar Cantor an seinen Sohn Georg — Pfingsten 18601, XIV

% A indicacdo do nimero da pagina relaciona-sealif@gdo dessa carta, em portugués, nessa tese.



ner besten Kréifte, Gesundheit und Zcii, sozusagen verludert, das ist unwicder-
bringlich und unersetziich fiir ewig verioren, — gleich der einmal verlorenen Un-
schuld, die fiir immer und ewig unrettbar verloren bleibt! ...

Ich schliefe mit den Worten: Dein Vater oder vielmehr Dcine Eltern und alle
{ibrigen Familienangehdrigen sowoh) in Deutschland wie in Rufland und Déne-
mark haben ihre Augen auf Dick als den Altesten gerichtet und erwarlen von Dir
nichts Geringeres als einen Theodor Schaeffer ) und, so Gott will, spéter viel-
leicht auch ein leuchtendes Gestirn am Horizonte der Wissenschaft,

Goti gebe Dir Kraft, Ausdauer, Gesundheit, Charakterfestigkeit und seinen be-
sten Segen! Aber darum wandle Du auch nur auf seinen Wegen., Amen!

Dein Vater..™

Carta de Georg Cantor para seu pai, em 1862 (pa@ina

»Mcin Lieber Papal

Wie sehr Dein Bricf mich freute, kannst Du Dir denken; er bestinunt meine Zukunfl. Die
letzten Tage vergingen mir im Zweifel und der Unentschiedenhcit; ich konnte zu keincm Ent-
schlul kommen. Pflichl und Neigung bewcglen sich in stetem Kample. Jetzt hin ich gliick-
lich, wenn ich sehe, daB3 es Dich nicht mchr betriiben wird, wenn ich in meiner Wahl dem
Gelithl folge. [ch hoffe, Du wirst noch Frcude an mir erleben, teurer Valer, denn meine Scele,
mein ganzes Ich lebt in meinem Berufe, was der Mensch will und kann, und wozu ihn cine
unbekannte geheimnisvolle Stimme treibt, duy lahrt er durch!. . ®

Carta de Georg Cantor para Dedekind, em 29 de raneede 1873 (pagina 145):

Hochgechrter Herr Collegel

Gestatten Sie mir, Ihnen eine Frage vorzulegen, die fiir mich ein gewisses theoreti-
sches Interesse hat, die ich mir aber nicht beantworten kann; vielleicht knnen Sie
es, und sind so gut, mir dariber zu schreiben, es handelt sich um folgendes.

Man nehme den Inbegriff aller positiven ganzezahligen Individuen n und be-
zeichne ihn mil {n); ferner denke man sich ciwa den Inbegriff aller positiven reel-
len Zahlgrossen x und bezeichne ihn mit (x); so ist die Frage einfach die, ob sich
() dem (x) so zuordnen lasse, dass zu jedem Individuum des einen Inbegriffes ein
und nur eines des andern gehort? Auf den ersten Anblick sagt man sich, nein es
ist nicht moeglich, denn (#) besteht aus discreten Theilen, (x) aber bildet ein Conti-
nuum; nur ist mit diesem Einwande nichts gewonnen und so sehr ich mich auch
zu der Ansichi neige, dass (1) und (x) keine eindcutige Zuordnung gestatten, so
kann ich doch den Grund nicht finden und um den ist es mir zu thun, vielleicht
ist er cin schr einfacher. —

219
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Ware man nicht auch auf den ersten Anblick geneigt zu behaupten, dass sich
() nicht eindeutig zuordnen lasse dem Inbegriffe (g) aller positiven rationa-

len Zahlen%? und dennoch ist es nicht schwer zu zeigen, dass sich (2) nicht
nur diesem Inbegriffe, sondern noch dem allgemeineren

(anl, flgy s ‘"v)
eindeutig zuordnen laflt, wo »,, #4, ... 4, unbescheinkte positive ganzzahlige In-
dices in beliebiger Zahl v sind.
Mit bestem Grufle
Ihr ergebenster
G. Cantor.

Permettez-moi de vous soumettre une question gpow moi um certain intérét
théorique, mais a laquelle je ne puis répondreaut-ptre le pourrez-vous, et serez-vous assez bon
pour m’écrire a ce sujet. Voici de quoi il s’agit.

Prenons I'ensemble de tous les individus entiesdtifs n, et représentons-le pan) ( puis
considérons I'ensemble des toutes les grandeurgnigumes réelles positives et représentons-le
par &) ; la question est simplement de savoirngigeut étre mis en correspondence av¢ad¢
telle maniere qu'a chaque individu d'un des ensemiglorresponde un individu et un seul de
lautre. A premére vue, on se dit que ce n’est passible, carr() est composé de parties
discrétes, tandis que)(forme un continu ; mais il N’y a rien a gagneeacette objection, et, si
fort que j'incline & penser gu'’il n’y a pas desrespondance univoque entsg €t (), je ne peux
pourtant pas en trouver la raison et c’est d’elle gp me préocupe — peut-étre est-elle trés simple.

Ne serait-on pas aussi tenté de conclure au preab@d quer) ne peut étre mis en

correspondance univoque avec I’ensen‘(&ﬁ% de tous les nombres rationndle Et pourtant, il
g q

n’est pas difficile de montrer quae)(peut ~etre mis en correspondance univoque, naiersent
avec cet ensemble, mais aussi avec I'ensemblegphiral :

(3yn.0)

n.n,,..,n étant des indices entiers positifs illimités embee quelconque. [CAVAILLES, p.
180, 1962]

Carta de Cantor para Dedekind, em 2 de dezembi8d&pagina 148):

-+ - Meine TFrage habe ich Thnen aus dem Grundc vorgelegt, weil ich sie als solche mir be-
reits vor mehreren Jahren gestelit und mich stets im Zweifel darliber befunden habe, ob die
Schwierigkeit, welche sie mir bot, eine subjective sci oder ob sie an der Sache hafte, Da Sie
mir schreiben, dass auch Sie ausser Stande seien, sic zu beantworicn, so darf ich das letztere
annehmen. - Uebrigens mdchte ich hinzufiigen, dass ich mich nie ernstlich mit ihr beschif-
tigt habe, weil sie kein besonderes practisches Interesse fiur mich hat und ich trete Ihnen ganz
bei, wenn Sie sagen, dass sie aus diesem Grunde nicht zu viel Mithe verdient, Es wire nur
schon, wenn sie beantwortet werden kénnte; z. B., vorausgesetzt dass sic mit nein beantwor-
tet wiirde, wiire damit cin neuer Beweis des Liouvilleschen Satzes gelicfert, dass es transcen-
dente Zahlen giebt. ... *
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J'ai été particulierement heureux de recevoir aditwi votre réponse a ma derniére
lettre. Si je vous ai soumis ma question, c’est@gue je me suis posé celle-ci y a déja plusieurs
années et je me suis toujours demandé si la difficqque j'y trouvais était de nature subjective,
ou bien si elle tenait au probléme lui-méme. Puesgous me dites étre, vous aussi , hors d’état
d’y répondre, je peux supposer que c'est la deuxiénentualité qui est exacte. — Du reste, je
voudrais ajouter que je ne m’en suis jamais ocadpieusement, parce qu’elle n’a pas d’intérét
pratique particulier pour moi, et je suis bien dé&r& avis quand vous dites que, pour cette raison,
elle ne mérite pas qu’on y consacre beaucoup de p€ie serait pourtant beau, si I'on pouvait y
répondre ; si, par exemple, la réponse étaigative on disposerait par |a méme d’'une nouvelle
démonstration du théoreme de Liouville affirmaekistance de nombres transcendants.

Votre démonstration du fait que)(peut étre mis en correspondance univoque avec le
corps des nombres algébriques est a peu pres la mémcelle par laquelle je prouve mon

affirmation contenue dans ma derniére lettre. Bepd+n’ +..+ n =N et jordonne ensuite les

éléements.

N’est-il pas em soi bom et commode que, comme Vawusz si bien fait ressortir, I'on
puisse parler da®™ nombre algébrique, de telle maniére que chacumxdigure une fois dans
la suite ?

Comme vous le notez trés justement, notre queptaoh se formuler comme suit : « Peut-
on mettre i) en correspondence univoque avec un ensemble

(@yn,.)

n.n,.. étant des indices entiers positfs illimités, embre infini ? » [CAVAILLES, p. 188,
1962]

Carta de Cantor para Dedekind, em 7 de dezembt87# (pagina 149):

Hochgechrter Herr College!

In den letziten Tagen habe ich die Zeil gehabt, ctwas nachhaltiger meine Thonen ge-
genlber ausgesprochene Vermulung zu verfolgen; erst heute glaube ich mit der Sa-
che ferlig geworden zu sein; sollte ich mich jedoch thuschen, so finde ich gewiss
keinen nachsichtigeren Beurtheiler, als Sie. Ich nehme mir also die Freiheit, 1hrem
Lriheile zu unterbreiten, was soeben in der Unvollkommenheit des ersten Concep-
tcs zu Papier gebracht ist.

Man nehme an, es kdnnten alle positiven Zahlen w < 1 in die Reihe gebrachi wer-
dml.-

)] Gy Gy, €bgy vy L oo

Auf wy folgend sei e, das nichst gréssere Glied, anf dieses folgend g das nichst
grisssere, w5 F. Man setze: ey = wl, e, = c.uf, g = w? u. 5, f. und hebe auns (1) die
unendliche Reihe aus:

Wy @y @0y cany @y .



Tn der iibrig bleibenden Reihe werde das erste Glisd mit o), das nichst folgen-
de grossere mit % bezeichnet, u.s f. so hebe man die zweite Reihe aus:

1 2 3
Wy, W5, W3, ..., 05, ..,

Wird diese Betrachtung fortgesetzt, s0 erkennt man dass die Reihe (I} sich in dic
unendlich vielen zerlegen lit:

1 2 3

{1) (W, ], W,y vy 1], ...

(2) w3, @i, @y ..., 05, ..
P13

[3} (LF'_*. (L'_:’, w]! SO | m;'l e

in jeder von ihnen wachsen aber die Glieder fortwihrend von links nach rechis zu;
es ist:

FEN |

{Hi{{uk

Man nehme nun cin Intervall (7. .. ) 50 an, dass kein Glied der Reihe (1) in ihm
liegt; also etwa innerhalb (w}...}); nun kdnnten auch etwa samtliche Glieder
der zweiten Reihe, ader der dritten ausserhalb (p. .. g) liegen; es muss jedoch ein-
mal eine Reihe kommen, ich will sagen die ™, bei welcher nicht alle Glieder aus-
serhalb (p. .. q)liegen; (denn sonst wilrden die innechalb (p. . . g) liegenden Zahlen
nicht in (I) enthalten sein, gegen de Voraussetzung): dann kann man ein Intervall
(#'...q" innerhalb (p...q) fixieren, 50 dass die Glieder der #*" Reihe alle aufier-
halb desselben liegen; von selbst verhilt sich dann (7. .. g7 in gleicher Weise in
Berug auf die vorhergehenden Reihen; im weiteren Verlaufe muss jedoch

eine & Reihe erscheinen, deren Glieder nicht samintlich ausserhalb (p'. . .g") lie-
gen und man nehme dann innerhalb (p'...g") ein drittes Intervall (p"”...¢") an,
so dass alle Glieder der k™" Reihe ausserhalb desselben liegen.

So sicht man, dass cs moglich ist eine unendliche Reihe von Intervallen zu bil-

gt @ @) @.g) @ g™, ..

von denen jedes die folgenden einschliesst und die zu unsern Reihen (1), (2), (3),
... sich wie folgt verhalten:

Die Glieder der 1*", 2" .| k—1%" Reihe liegen ausserhalb (p...g)
Die Glieder der k*°, ..., k-1*"* Reihe liegen ausserhalb (p'...g")
Die Glieder der £™", ..., k" —1"" Reihe liegen ausserhalb (p”...g")

Es laft sich nun stets wenigstens eine Zahl, ich will sie # nennen, denken, welche
im Tnnern eines jeden dieser Intervalle liegt; von diescer Zahl #, welche offenbar
z?, sieht man rasch, danB si¢ in keiner unserer Reihen (1), (2),..., (n), enthalten
sein kann. So wiirde man, von der Voraussetzung ausgehend, daB alle Zahlen 2},
in (I) enthalten seien, zu dem entgegengesetzten Resultate gelangt sein, dal eine
bestimmte Zahl # 2? nicht unter (I) zu finden sei; folglich ist die Voraussetzung ei-
ne unrichtige gewesen,

So glaube ich schlieflich zum Grund gekommen zu sein, weshalb sich der in
meinen fritheren Briefen mil (x) bezeichnete Inbegrifi nicht dem mit (#) bezeich-

neten eindeutig zuordnen 1ABt.

Mit den besten Gritflen
Thr ergebenster
G. Cantor.
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Ces derniers jours, jai eu le temps d'étudier,nd’'ufacon un peu plus suivie, ma
conjecture dont je vous avais parlé ; c’est seutgragjourd’hui que j'en ai terminé, me semble-
t-il, avec cette affaire. Si je devais pourtanttnoenper, je ne trouverais certainement pas de juge
plus indulgent que vous. Je prends donc la libéetésoumettre a votre jugement ce que jai
couché sur le papier, dans toute I'imperfectiorcelepremier jet.

Supposons que I'on puisse ranger tous les nonploEdso < 1 en une suite :

N w,w,w,..@,,..
Aprés o1 soit o, le premier terme plus grand, apres celui-ci sgitle premier terme
grand, et ainsi de suite. Posona)y=af,w, =af,w; =w;, etc..., et extrayons de (I) la suite
infinie :

o, ot ... ..

Dans la suite restante, saif le premier termegs le premier terme suivant} qui soit
plus grand, etc... et extrayons“ssRite :

En continuant ainsi, on reconnait que la suitgp€t étre décomposée en une infinité de suites :
1) o.of.af..of,.
2 w,dl,w...d,...
Q) o,k w...a ..

mais dans chacune d’elles Iés termes vont emsenoigle gauche a droite ; on a:

o <af.
Choisissons maintenant un intervalle (p...q) de ®brte qu’aucun élément de la suite (1) ne s’y
trouve contenu ; on peut, par exemple, prendregf@.l'interieur de l'intervalle(¢ed..of) ; il se

peut alors que tous les termes de la deuxiéme, switde la trisieme, se trouvent a I'exterieur de
(p...q) ; mais il faut qu'il y ait une premiére wyidisons la K™, dont tous le termes ne se
trouvent pas a I'extérieur de (p...q) ; (car sines,nombres que si trouvent a l'intérieur de dp...
ne seraient pas contenus dans (1), contraireméhy@othése) ; on peut alors déterminer, a
I'intérieur de (p...q), un intervalle (p'...q) tedue les termes de k"™ suite soient tous a
I'extérieur de celui-ci ; (p’...q") se comporte deimment de la méme maniére relativement aux
suites précédentes ; mais, parmi les suivantesrvera a uné’ “"°suite dont les termes ne
sont pas tous a le exterieur de (p'...q’), et lahmwisit alors, a I'interieur de (p’...q’), un tréésne
intervalle (p”...q") tel que tous les éléments de k' ™ suite soient a I'exterieur de cet
intervalle.

On voit ainsi qu'il est possible de former undesunfinie d’intervalles :

(p...a), (p"...a’), (p"...q"), ...

dont chacun contient les suivants ; ces intervakdstivement a nos suites (1), (2), (3),..., se
comportent comme suit: ,

Les termes de Id°Lde la ?, ..., de la (k - )™ suite sont a I'exterieur de (p...q).

Les termes de [d%K", ..., da (k- 1™ suite sont a I'exterieur de (p'...q").

Les termes de la 'K, ... , de la (k- 1§™ suite sont sont & I'exterieur de (p”...q").

Mais il y a toujoursau moinsun nombre, que jappellerai qui trouve a l'interieur des
tous ces intervalles; on voit immédiatement quaambren, qui est évidemment > 0 et < 1, ne
peut appartenir & aucune de nos suites (1), (Z)),.... Ainsi, en partant de I'’hypothése questou
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les nombres > 0 et < 1 sont contenus dans (I),ravesait a ce résultat oppposé qu’'un nombre
déterminé 0 €y < 1 n'appartient pas a (I): par conséquent, detpmthese est incorrecte.

Je crois donc étre finalement arrivé a la raisoar paquelle I'ensemble appel®) [dans
més précédentes lettras peutpas étre mis en correspondence univoque avec celigri&par
(n). [CAVAILLES, p. 189, 1962]

Carta de Cantor para Dedekind, em 9 de dezembt8¢® (pagina 150):

Bereits am 9, 12, weist Cantor Dedekind auf eine Vereinfachung des Beweises hin:

e+ o+ wongch die Zerlegung der Reihe (I) in (1), (2), (3), ... nicht mehr nothig ist.
Ich ceige direct, daB, wenn ich von einer Reihe ausgehe,
(0 Wy Wy .o W,

ich in fedem vorgegebenen Intervalle (a ... #f) eine Zahl » bestimmen kann, dic nicht in (I)
enthalten ist. ... *

Halle, le 9 décembre 1873
J'ai déja trouvé, pour le théoréme démontré dezment une démonstration simplifiée,
pour laquelle on n’a plus besoin de décomposaetuita €) en (1), (2), (3).
Je montre directement que, en partant d’une suite

je peux déterminer, daneut intervalle donnéd.. ) um nombren n'appartenant pas a (). Cela
suffit pour déduire que I'ensemblg) (ne peut pas étre mis em correspondence univoge a
'ensemble ), et jem conclus qu’il y a, entre les systémeseesembles de valeurs, des
différences essentielles, dont je ne savais paséoamment encore sonder les causes.

Je vous prie maintenant de m’'excuser d'avoir teflenpris de votre temps pour cette
guestion. [CAVAILLES, p. 191, 1962]

Carta de Cantor para Dedekind, em 25 de dezembl8¢ (pagina 151):

Bien que je n'aie pas eu l'intention de publier pd& moment la question que jai
récemment débattue pour la premiere fois avec y@aigte amené tout-a-coup a le faire. J'ai en
effet comuniqué mes résultats le 22 a M. Weierstragais le temps manquait alors pour en
parler d’'une facon précise ; jai eu, dés le 23gilande joie de recevoir sa visite, ce qui m’a
permis de lui communiquer les démonstrations ; dété d’avis qu’il fallait que je publie cette
affaire, pour autant qu’elle concerne les nombtgéhkaiques. J'ai donc écrit un petit article sous
le titre : Sur une propriété de 'ensemble de tous les nomédggEEbriques réelset I'ai adresseé a
M. Le professeur Borchardt pour qu’il en considarpublication dans l@ournal f. Math.

Pour la rédaction de cet article vos remarquesogevmode d’expression m'ont éte,

comme vous le verrez, trés utiles. Cést ce quesgialu vous faire savoir.[CAVAILLES, p.192,
1962]
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Carta de Cantor para Dedekind, em 5 de janeir8dé (pagina 159):
Hochgeehrter Herr Professor!

Als ich gestern Abend hierher zuriickgekehrt war, fand ich den von Ihnen erwdhn-
ten Vortrag des Herrn Klein vor und las ihn heute durch. In Uebercinstimmung mil
lhren Bemerkungen kanm auch ich demselben durchaus keine ghnstige Seite abge-
winnen; ohne irgend etwas von Belang zu bieten hat s ganz den Anschein, dass
der Verfasser an die Kernfragen der arithmetischen Analysis noch nicht herange-
komumen ist und sogar in dem von ihm hisher gemachten Felde der Geometrie
heichst unsichere Ansichten habe; umso bedauverlicher scheint es mir, dass or mit
cinem Tone auflritt, als ob er alle Schwierigkeiten aus eigencr Erfahyung kennenge-
lerni und nun Gberwunden habe, —

Witrde es sich verlohnen, s liesse sich Irrthum auf [rrthum daran nachweisen;
vielleicht findet er dies spater selbsi.

Was die Fragen anbetrifft, mit denen ich in der letzten Zeit mich beschifrigr ha-
be, so fallt mir ein, dass in diesem Gedankengange auch die folgende sich darbie-
Let:

Liast gich eine Flache (etwa ein Quadrat mit Rinschluss der Begrenzung) einden-
tig auf eine Linic {etwa sine gerade Strecke mit Einschluss der Endpuncie) eindeu-
tig heziehen, so dass zu jedem Puncte der Fliche ¢in Punct der Linie und umge-
kehrt zu jedem Puncte der Linie ein Punct der Fliche gehdrt?

Mir will es it Augenblick noch scheinen, dass die Beantwortung dieser Fragen,
~ obgleich man auch hier zum Nein sich so gedréngt sicht, dall man den Beweis
dazu fast Ir Gberflissig halten mochte, — grossc Schwierigheiten hat. —

Gestern crst aus Berlin zurickgekehrt, denke ich am 14" wicder aul ein paar
Tage hinzursisen; ich bin in einem fortlaufenden Wandern begriffen, dabei komme
ich leider nicht zum Arbciten.

Ihr ergebenster
G. Cantor

A propos des questions qui m'ont occupé ces dermémps, je m’apercois que,

dans cet ordre d’idées, se presente aussi la $aivan

Est-ce qu'une surface (par example um carré, ifmntcomprise) peut étre mise em
relation univoque avec une courbe (par exampleaegment de droite, extremités comprises), de
telle sorte qu’a tout point de la surface corresigonm point de la courbe , et réciproquement a
tout point de la courbe um point de la surface?

I me semble encore em ce moment que la répomrstté question presente de grosses
difficultés — bien que, ici aussi, 'on soit si fement enclin a une réponségative qu’on
pourrait presque tenir une démonstration pour $uegiCAVAILLES, p.196, 1962]



Carta de Cantor para Dedekind, em 18 de maio dé (if&gina 160):

10 Dedekind — Halle, 18.5.1874 — 11, XII, XVI1II

Hochgeehrter Herr Professor!

Das Bediirfnis, mich iber wissenschafiliche Gegenstiinde mit Thnen auszusprechen
und Thnen im persodnlichen Verkchre niher zu treten, lasst in mir den Wunsch ent-
stehen, Sie in diesern Sommer in Braunschweig gelegentlich zu besuchen. Ob ich
dicsen Wunsch realisiren kann ist noch fraglich, da der Plan flirs erste ein panz un-
bestimmiter ist; immerhin wire es méglich, dass ich eines Sonnabends von hier ab-
reise und den darauf folgenden Sonnabend bei Thnen bleibe; doch hingt es auch
noch davon ab, ob lhnen in diesern Sommer mein Besuch genehm wire. Die
Pfingsttage wird es nicht gehen, da ich alsdann in Berlin bei meiner Braut sein wer-
de; aber nach Pfingsten wiirc cs vielleicht maglich.

Wenn Sie gelegentlich mir darauf antworten wollten, so wire es mir lieb, von Lh-
nen zu horen, ob Sie an der im Januar IThnen mitgetheilten Frage hinsichtlich der
Zuordnung ciner Fliche und einer Linie dieselbe Schwierigkeit finden wie ich, oder
ob ich damit einer TAuschung mich hingegeben habe; in Berlin wurde mir von ei-
nem Freunde, dem ich dieselbe Schwierigkeit vorlegte, die Sache gewissermassen
als absurd erklirt, da es sich von selbst verstiinde, dal zwei unabhiingige Verdinder-
liche sich nichi auf cine zuriickfithren lassen,

Zu den letzten Berufungen ist nun auch die des hiesigen Thomae nach Freiburg
getreten, wohin derselbe wohl annehmen wird.

Mit herzlichem Grusse
Ihr ergebenster
G. Cantor

Carta de Cantor para Dedekind, em 17 de maio dé (#&gina 58):

Em vous remerciant vivement de votre réponsepjs econnaitre qu’a la page 25 de
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votre écrit sur les nombres irrationnels vous émansous les numéros |, LI et IV, des

propriétés qui sont tout a fait caractéristiquesrge domaine de tous les nombres réels, de telle

sorte quaucunautre systeme de valeus de nombres réels ne @yissecomme celui-la tout ces

propriétés.

Cependant, permettez-moi, je vous prie, de fairtee ceemarque : l'accent que vous

mettez, en divers endroits de votre travail, exg@eent sur la propriété IV, comme constituant

I'essence de la continuité, ne peut-il pas donieer & des malentendus, qui ne pourraient pas se
produire, a mon avis, au sujet de votre théoriétait cette prépondérance donnée a IV (comme
en constituant I'essence propre). En particulienisvdites dans lI'avant-propos que l'axiome

indiqué par moi est entierement équivalent a apliei vous présentez au 8 3 comme I'essence de
la continuité. Mais vous comprenez par la cette mmpropriété qui, a la page 25, est donnée sous
le numééo IV ; or, cette propriété appartient aasssysteme de tous les nombres entiers, qui

peut pourtant étre considéré comme un prototyda discontinuite.
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Dans l'intérét d’'une affaire qui m’est devenue eharmoi aussi, je vous prie, si vous en
trouvez le temps, d’examiner de plus prés mesveéser

P.S. Je m'explique de la fagon suivante pourquosviosistez particulierement sur IV :
c’est dans cette propriété que réside ce qui diséinle domaine complet des nombres du
domaine des nombres du domaine des nombres rasaneepourtant il me semble, pour les
raisons dites plus haut, que 'on ne peut attritudat propriété IV le nom employé par vous :
« Essence de la continuité ». [CAVAILLES, p. 19862]

De Cantor para Dedekind, 20 de junho de 1877 (patfi®):
Hochgeehrier Herr College!

Fiir Ihr Schreiben vom 18" Mai dankend, mit dessen Inhalt ich vollkommen
iibereinstimme, anerkennend, daB die Verschiedenheit unscrer Ansichten nur eine
ausserliche war, trete ich heute wieder mit ciner Bitte zu Thnen. Sic schen, daff die
uns verbindenden theoretischen Interessen fiir Sie den Nachtheil haben, dass ich
Sie hiufiger belistige, als Thnen vielleicht lieb ist. —

Ich wiinschie von Thnen zu héren, ob Sie ein von mir angewandtes Schlussver-
fahren fiir arithmetisch strenge halten? —

Es handelt sich darum zu zeigen, dass Flachen, Korper, ja selbst stetige Gebilde
von ¢ Dimensionen sich eindeutig zuordnen lassen stetigen Linien, also Gebilden
von nur einer Dimension, dal also Flichen, K8rper, ja sogar Gebilde von g Di-
mensionen, dieselbe Mdchtigkeit haben, wie Curven; diese Ansicht scheint der all-
gemein besonders unter den Vertretern der neuern Geometrie herrschenden entge-
gen zu sein, da man von einfach unendlichen, zweifach, dreifach, ... o fach unend-
lichen Gebilden redet und sogar manchmal die Vorstellung gefunden wird, als ob
die Unendlichkeit von v. Puncten ciner Fliche gewissermassen durch Quadrierung,
die eines Korpers durch Cubirung der Unendlichkeit von Puncten einer Linie zu
gewinnen sei, —

Da Gebilde von gleichviel Dimensionen auf einander gnalytisch bezogen werden
kénncn, so scheinen mir jene allgemeineren Fragen in folgende rein arithmetische
Form zu bringen zu sein:

»Seien Xy, X3, ... X, @ unabhingige veranderliche reelle Gréssen, von denen je-
de alle Werthe annchmen kann die = 0 und = 1. Sei y eine g+1' veréinderliche
reelle Grobe mit dem gleichen Spielraum ¢'3).

Ist es alsdann méglich die ¢ Groden x;, X3, ...X, der einen y so zuzuordnen,
dass zu jedem bestimmten Werthsystem (xy, 3, ...X,) ein bestimmter Werth y
und auch umgekehrt zu jedem bestimmten Werth y ein und nur ein bestimmtes
Werthsystern (x;, Xy, ... X,) gehort?”

Diese Frage ist, obgleich ich jahrelang das Gegentheil far richtig gehalten, wie
mir nun scheint, zu bejahen aus folgenden Griinden:

Jede Zahl xg? 143t sich auf eine und nur cine Weise in Form eines unendiichen
Decimalbruches darstellen, so dass:

1

1
X = al'B+a2'—~+ .-+av'—v+...

ip? 10

wo ¢, ganze Zahlen sind die =0 und =9. Jede Zahl x bestimmt also eine unendli-
che Reihe oy, @3, ... und umgekehrt.
Wir kinnen also schreiben:
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Xy =1 +!11‘2' + +a&y g —+
10 107 " 10

1 + g
Xz=dzy—+Uy; doyyr——r
"0 : T

X ! ! + 6 l +

=a,"— —t... -—t,
el ol 10 @2 102 v Iov

Aus diesen g Zahlen lasst sich eine p+1™ Zahl y herleiten:
y=ﬁ,-i+ﬁz-L+...+ﬁv-—+
10 107 10
wenn man nimmt:

M ﬁ(n- Detl = &n ﬂ(n—!]g+2 =2 s

ﬁ(n—l}git:r:aa',n; lg(ﬂ‘ Mote = %on

Da jede ganze positive Zahl v auf eine und nur auf eine Weise in die Form ge-
bracht werden kann:

a>
=

v=(n—-1lg+o woO

s0 sieht man, dass durch die Gleichungen (1) die Reihe 8, §,. ... und daher auch
v vollig bestimmt ist; aber auch umgekehrt, wenn man von der Zahl y und folglich
von der Reibe B, B, ... ausgeht, so sind durch die Gleichungen (I} die g Reihen:

und folglich auch die ¢ Zahlen x;, x;, ... x, eindeutig bestimmt,

Mit herzlichem Grulle Ihr
hochachtungsvoll ergebenster
G. Cantor,

Cartao-postal (postkarte) de Cantor para Dedekimd23 de junho de 1877 (pagina 165):

Cantor akzeptiert dicsen Einwand soforl, wic aus ¢iner Postkarte vom 23. 6. her-
vorgeht. Doch ... .. glicklicherweise trifft derselbe aber nur den Beweis, nicht die

Sache; ich beweise nemlich gewissermassen mehr als in meiner Absichi lag, ... %

Vous avez malheureusement tout a fait raison agre wbjection; heureusement celle-ci
n'atteint que la démontration, et non la chose-glEme; en effet, je demonstieine certaine
maniere plusque je ne voulais démonstrer, puisque je mets ustesye x, x, ..., x, de
variables réellesx0e <1) sans autre restriction en correspondence univagee une variablg

qui est contenue dans le méme intervallg ptend toutes les valeurs I'exception de certaines
d’entre ellesy”; mais les valeurg’ qu’elle prend effectivement, elle nes prendune seule fois
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et cela est, me semble-t-il, 'essentiel. Car jexpalors mettrg/’ en relation univoque avec une
autre grandeurqui prend toutes les valeuset <1.

Je suis seulement content que vous n'ayiez jusadsent rien d’autre a objecter ; je me
permettrai de vous écrire plus en détail sur cet$GAVAILLES, p.204, 1962]

De Cantor para Dedekind, em 25 de junho de 1873ir(p4.66):

v+« 3eit mehreren Juhren habe ich mit Interesse die Bemithungen verfolgt, denen man
sich im Anschluss an Gauss, Riemann, Helmholéz und andern zur Klarstellung aller derjeni-
gen Fragen hingegeben hat, welche dic crsten Voraussetzungen der Geometrie betrelfen. Da-
bei fiel mir auf, dass alle in dieses Feld schlagenden Untersuchungen ifrerseifs von giner un-
bewiesenen Voraussetzung ausgchen, dic mir nicht als selbstversiindlich, vielmehr giner Be-
griitndung bedfirftig erschiencn ist. Ich meine dic Vorausscizung, dass eine g fach ausgedehn-
te stetige Mannigtaltigkeit zur Bestimmung ihrer Elemente ¢ von einunder unabhingiger re-
eller Coordinaten bedarf; dass dicsc Zahl der Coordinaten fiir ¢ine und dieselbe Mannigial-
tigkeit weder vergréssert noch verkleincrt werden kénne, —

Diese Voraussetzung war auch bei mir zu einer Ansichtssache geworden, ich war von ihrer
Richtigkeit fast Uberzeugt; mein Standpunct unterschied sich nur von allen anderen dadurch,
dass ich jene Voraussetzung als einen Satz ansah, der eines Beweises in hohem Grade bedurf-

tc und ich spitzte meinen Standpunct zu einer Frage zu, die ich einigen Fachgenossen, im
Besonderen auch bei Gelegenheit des Gaussjubildums in Gottingen vorgelegt habe, niimilich
zu folgender Frage: ,Lisst sich ein stetiges Gebilde von ¢ Dimensionen, wo o > 1 auf cin
steliges Gebilde von einer Dimension eindeutiz beziehen, so dass jedemn Puncte des cinen
ein und nur cin Punct des andern entspricht?#

Dic meisten, welchen ich diese TFrage vorgelegt, wunderten sich sehr dariiber, dass ich sic
habc stellen kdnnen, da es sich ja von selbst verstiinde, dass zur Bestimmung cincs Punctes
in einer Ausgedehntheit von ¢ Dimensionen immer g unabhiingige Coordinaten gebraucht
werden. Wer jedoch in den Sinn der Frage eindrang mussic bekennen, dass es mindestens
eines Beweises bediirfe, warum sie mit dem ,selbstverstiindlichen® nein zn beantworten sei.
Wie gesagt gehorte ich selbst zu denen, welche es fitr das Wahrscheinlichste hielten, dass
iene Frage mit einem Nein zu beantworten sei,  bis ich vor ganz kurzer Zeit durch ziemlich
verwickelte Gedankenreihen zu der Uberzeugung gelungte, dafl jene Frage ohne alle Ein-
schrinkung zu befahen ist. Bald darauf fand ich den Beweis, welchen Sie heute vor sich se-
hen. —

Ta sieht man, welch’ wunderbare Krall in den gewthnlichen reellen rationalen und irra-
tionalen Zahten doch liegt, dass man durch sic im Stande ist die Elemente giner g fach ausge- -
dehnten stetigen Mannigfaltigkeit cindeutig mit einer einzigen Coordinate zu bestimmen; ja
ich will nur gleich hinzufiigen dass ihre Kraft noch weiter geht, indem, wie Ihnen nicht ent-
gehen wird, mein Beweis sich ohnc besondere Verprosserung der Schwierigkeiten auf Man-
nigfaltigkeiten mit einer unendlich grossen Dimensionenzahl ausdehnen 14sst, vorausgesetzt,
dass ihre unendlich vielen Dimensionen dic Form einer einfach unendiichen Reihe bilden. —

Nun scheint es mir, dass alle philosophischen oder mathematischen Deductionen, welche
von jener irrthiumlichen Voruusscizung Gebrauch machen, unzulissig sind. Vielmehr wird
der Unterschied, welcher zwischen Gebilden von verschiedener Dimensionenzahl liegt, in
ganz anderen Momenten gesucht werden miissen, als in der fiir characteristisch gehaltenen
Zahl der unabhiingigen Coordinaten, ..

Sur une carte postale que je vous ai adressée-hanj’ai reconu la lacune découverte
par vous dans ma démonstration, et remarqué en r&nps que j'étais en état de la combler,
bien que je ne puisse me retenir de regretter gaglgeu que cette question ne se laisse pas régler
sans faire intervenir des considerations plus cmu@és ; mais cela tient sans doute a la nature
méme du sujet, il faut donc que je me console {-pge se trouvera-t-il plus tard que ce qui
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manque dans cette démonstration peut se traitergiinplement qu’il ne serait en mon pouvoir
de fair en ce moment. Mais comme je tiens avant fowous convaincre, si possible, de
I'exactitude de mon théoreme, savoir :
(A) « Une multiplicité continue a dimension [Eine nach Dimensionen ausgedehnte stetige
Mannigfaltigkeit] peut étre mise en correspondencgvoque avec une multiplicité
continue a une dimension, ou (ce qui n'est qu'wmeeaforme du méme théoreme) les
points (éléments) d’'une multiplicité @ dimensions peuvent se déterminer par une
coordennée réellede telle sorte qu'a chaque valeur réellet dans l'intervalle (0...1)
corresponde un point de la multiplicité, mais awésiproquement, qu’a chaque point de
la multiplicité corresponde une valeur déterminééedhns l'intervale (0...1). »
je me permets de vous en soumettre une autre dé&eoms, sur laquelle jétais méme tombé
plus tét que sur celle-la.

Je pars du théoreme suivant lequel tout nombaéiarmel 0 <e < 1 peut étre représente
d’'une maniere completement déterminée par unddracontinue :

e= (a,a,,...0a,,..)

a,+..
ou a, est um nombre entier rationnel positif. A chagoenbre irrationnel > 0 e < 1 correspond
une suite infinie déterminég, et, réciproquement, a chaque suite ilimigggcorrespond um
nombre irrationnel déterminé Oex 1.
Si g,e,....6,, sont alorg grandeurs indépendantes les unes des autres;iimine peut

pendre toutes les valeurs irrationnelles de I'vaéle (0,...1) et ces valeurs seulement, posons :

€ = (A Appreennyyy.n)

€ = (a2,l’ a,,, --"az,w---)

e, =(a,, aplz,...,apy,...)

iem

. . N . e . .
et définissons a partir de ces nombresaunl ~ nombre irrationnel :

0= (BB sB,0-0)

par le systeme d’equations :
(1) IB(n—l)p+1 = al,n’ IB(n—l)p+U = aa,n’ IBnp = ap,n
alors réciproquement, chague nombre irrationneldd<<l engendrera, par I'intermédiaire de (1),
un systeme déterming,e,,....e, .

On ne rencontre pas ici, me semble-t-il, 'obstaque vous avez relevé pour ma
précédente démonstration.

IL s’agit alors de démonstrer le théoreme suivant

(B) « Un nombre variable, qui peut prendre toutes les valeurationnellesde l'intervale

(0...1), peut étre mis en correspondancoqueavec un nombrg, qui prendioutesles
valeurs de cet intervalle sans exception. »
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Car, une fois ce théoréme (B) démonstré, on mes &o correspondence univoque une par
une les variables désignées plus haut @a,,...e, et d respectivement avec d'autres

variables

X3 Xgyens Xy Y
qui ont toutes un domaine de variation sans réistng dans lintervalle (0...1). On a ainsi
défini également une relation univoque et récipeogutre le systeme

(X0 X5500X,)
d’'une part, et l'unique variablg de l'autre, ce qui conduit a la démonstrationtlitoreme
(A).
Pour démonstrer maintenant (B), on met d'abordt tes nombresrationnels de
l'intervalle (0...1) (extrémités comprises) sousie d’une suite, soit :
[P PP SN
Les valeurs que peut prendre la variabkont alorgoutescelles de lintervalle (0...1) a

I'exceptiondes nombres,r
On prend ensuite arbitrairement dans l'intervélle.1) une suite infinie, de nombres

irrationnels, qui satisfont seulement aux conditiens ¢,+1 et lim(e,) = 1 pourv =, et 'on

désigne parff une grandeur variable qui peut prendre tout ldsuvaréelles> 0 e< 1 a

'exception des valeus,. Les deux grandeurs variablese f soumises aux restrictions

indiquées peuvent alors étre mises en relationogpi® et réciproque par les définitions

suivantes :
sif nést égal a aucur, soit alors pour le correspondant :
e=f;
si f = 1, soit alors pour lee correspondane = g,; on se convaincra facilement que,
réciproquement : & n’est égala aucus, lef correspondant e et sie =¢,, alorsf = r,.
Le théoreme (B) est alors ramené au suivant :

(C) « Un nombref, qui peut prendre toutes les valeurs de l'irabev(0...1), a la exception
de certaines d’entre elleg satisfaisant aux conditions suivantes < g,+1 et lim(g, ) =
1, peut étre mis em correspondence univoque avecvanable continue qui prend
toutes les valeurs de l'intervalle (0...1) sansegxion. »

Nous utiliserons ici le fait que les pointse,,... forment uneuite et que, par conséquent,
l'intervalle (0...1) est divisé par eux en unerité d’intervalles partiels.

Comme vous ne manquerez pas de le voir, ce théof€npeut alors se démonstrer par

aplication successive du théoreme suivant :

(D) « Un nombrey, qui peut prendre toutes les valeurs de lintéevd0D...1) a la seule
exception de la valeur 0, peut étre mis en corms@ace univoque avec un nomBcgii
prend toutesles valeurs de cet intervalle sangptioce »

Ce dernier théoreme (D) peut alors étre reconnunw®narai par la considération de la
curieuse courbe ci-jointe. Les coordonnées d’'umtpoburantm de cette courbe sont mes
grandeurx ety dont I'une est une fonction univoque de l'autreais, tandis qu& prend toutes
les valeurs de l'intervalle (0...1), le domainev@dgiation dey est le méme intervalla la seule
exception de la valeur 0.
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e

X

[3] b m babg

La courbe se compose d’une infinité de segmentdraiée paralleles, devenant toujours
plus petit, ab,a'b’,a"'b",..., et du pointc. Les extrémitéd, b’, b”,..., ne sont pas considérées
comme appartenant a la courbes longueurs des segments sont :

— — 1 — _ 1
;. ba=i5  bb=ii bh=o.
oa==>; ad=1; Fd=i; api=i.

4 8 16
J'ai suive avec intérét depuis plusieurs annésseftorts que lI'on a consacrés, apres
Gauss, Riemann, Helmholtz et d’autre, a la clatfon des questions qui touchent aux
premiéeres hypothéses de la géometrie. Il m'estrappaet égard que toutes les recherches faites
dans ce domaine parteelles-mémesi’'une hypothése non démonstrée, qui ne m’apppesit
comme allant de soi, mais bien plutét comme ayasbin d’étre fondée. Je veux parler de
I'hipothese selon laquelle une multiplicité contnufois étendue nécessite pour la détermination
de ses élémentscoordonnées réelles indépendantes entre-ellemnhire de ces coordonnées
ne pouvant étre, pour une méme multiplicité, ninaeigté ni diminue.

J'en étais venu a croire moi aussi a cette hygethgétais presque persuadé de son
exactitude : mon point de vue différait seulementtaut les autres en ceci, que je consideérais
cette hypothése comme un théoreme qui nécessitgiius haut point une démonstration, et
javais précisé mon point de vue sous forme d’unestijon que javais soumise a quelques
collegues, en particulier aussi a I'occasion duil§ulicauss, a Gottingen, savoir la question
suivante :

«Une variéte continue a dimensions, ave@ > 1, peut-elle étre mise en relation
univoque avec une variété continue a une dimengientelle sorte qu’a un point de l'une
corresponde un point et un seul de l'autre ? »

La plupart de ceux a qui jai soumis cette quesse sont beaucoup étonnés que jaie
seulement pu la poser, casé comprenait de sgue, pour la détermination d’un point dans une
extension & dimensions, il fallait toujours employercoordonnées indépendantes. Celui qui,
pourtant, pénétrait le sens de la question, deeannaitre qu'il fallait au moins démonstrer
pourquoi la réponse était « évidemmenhen Comme je l'ai dit, je faisais partie de ceux | qu
tenaient pour vraisemblable que la réponse flatnég— jusqu’au moment tout récent oud, par
une succession assez complexe de penseées, jersuisaala conviction que la réponse était

O_p:E::l; &):

= NI
NI
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affirmative sans aucune restriction. Peu apresirgaevai la démonstration que vous avez
aujourd’hui sous les yeux.

On voit ici quelle force prodigieuse il y a daes hombres réels habituels, rationnels et
irrationnels, si bien que par elle on peut déteemide facon univoquey I'aide d’'une seule
coordonnédes éléments d’'une multiplicité contingefois étendue ; et je veux ajouter tout de
suite que leur force va plus loin encore, puisgame vous ne manquerez pas pas de le voir,
ma démonstration peut s’étendre, sans que lesuiis en soient sensiblement accrues, a des
multiplicités & un nombre infini de dimensions, pauque ces dimensions en nombre infini
prennent la forme d’une suite simplement infinie.

I me semble don@ue toutes les déductions philosophiques ou mathéues qui
utilisent cette hypothése erronée sont inadmissiblefaut plutét rechercher la différence qui
existe entre deux variétés a un nomdiféérentde dimensions, dans quelque raison tout autre
gue celle, généralement tenue pour caractéristiquejombre de coordonnées indépendantes.
[CAVAILLES, p. 205, 1962]

Carta de Cantor para Dedekind, em 29 de junho @@ (i&gina 173):

»Entschulden Sie es glitigst meinem Eifer fiir die Sache, wenn ich Ihre Gite und Miihe
50 oft in Anspruch nekmc; die Lhnen jlingst von mir zugegangenen Mittheitbungen sind fiir
mich selbst 50 unerwartet, so neu, dass ich gewissermassen nicht eher zu einer gewissen Ge-
miithsruhe kommen kann, als bis ich von Thnen, sehr verehrter Freund, cine Entscheidung
liber dic Richtigkeit derselben erhalten haben werde. Ich kann so lange Sic mir nicht zuge-
stimmt haben, nur sagen: je l¢ vois, mais je ne le crois pas. ...

Veuillez excuser mon zele pour cette affaire, siaje appel tellement souvent a votre
bonté et a votre peine ; ce que je vous ai comnugniqut récemment est pour moi-méme si
inattendu, si nouveau, que je ne pourrai pour aire pas arriver a une certaine tranquillité
d’esprit avant que je n’aie recu, trés honoré amire jugement sur son exactitude. Tant que
VOUS ne m'aurez pas approuvé, je ne puis que dieele vois, mais je ne le crois pas. C'est
pourquoi je vous prie de m’envoyer une carte pespalur me dire quand vouz pourriez avoir
terminé I'examen de la chose et si je peux comigas voir exaucer ma demande, certainement
bien exigeante.

La démonstration du théoréme (C) sera considéraie facilitée par I'emploi du
symbolisme suivant :

Si a et b sont deux grandeurs variables qui peuvent étresmes relation univoque
'une avec l'autre, on écrit :

a~b
Si alorsa~ betb~ c, on a aussi:
a~=cCc
Si de plusa’, a”, ... est une suite finie ou infinie de variablésnbdéfinies ou de

constantes, qui ne prennent deux a deux aucunerv@enmune, mais telles que la reanion de
leurs domaines de variations soit exactement della variable uniqua, on pose :

as(aa",...).
On a alors le théoreme suivant :
(E) « Si: as(aa",...)

b=(b,b",..)
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et si di de plus:

a'~b'
a'II bll
al" blll
on a alors aussi :
a~b
Grace aux substitutions :
z-a u—a
y = ’ X:
B-a B-a

on déduit de (D) la généralisation suivante :
(F) « Un nombrez, qui peut pendre toutes les valeurs d’un inteevi@ll... B) a la I'exception
de a, peut étre mis en correspondence univoque avewmbreu, qui prend toutes les
valeurs de l'intervalled ... ) sans exception. »

De la résulte immeédiatement le théoreme suivant :

(G)« un nombrav, qui prend toutes les valeurs de l'intervalie.(B), a I'exception des deux
valeurs extrémes, [, peut étre mis en correspondence univoque aveaoumbre
variableu qui prend toutes les valeurs de l'intervalie.(p). »

Démonstration. Soit un nombee<y < f.

w’ une variable qui prend toutes les valeurs de Fuatie (@ ... y) & 'exception de
a et dey ; w"une variable qui prend toutes les valeurs de hatie (v ... ) a I'exception
de la seule extrémifg

On a alors :
3 w=(w',w")
Si I'on désigne alors par u” une variable qui pteaut les valeurs de l'intervalley (.. B)
sans exception, parune variable qui prend toutes les valeurs de hake (@ ... B) a
I'exception den, on a :
d’'apres (F) :
4) w"~u"
et, a cause de (1) et (E) :

W"" (W’,u”)

Mais : (w’,u”) =z, donc :

W=Z.
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Mais d’aprés (F) on a aussi :
z~u, donc enfin :

w~u, g.e.d.

Pour démontrer maintenant (C), nous décomposemsvariablesf ', f ",... et la valeur
isolée 1,f prenant toutes les valeurs de l'intervalle (@1).& 'exception de;; f*) toutes les
valeurs de l'intervalleg ; ... &,) & I'exception des valeurs extrémgs ete,. On a alors :

f=(f, ff". v .1

Soitx” une variable qui prend toutes les valeursege.(,) sans exceptiond) une variable qui
pren toutes les valeurs de (.. ¢4) sans exceptionk® une variable qui prend toutes les valeurs
de l'intervalle €,-1 ... €2,) Sans exception, alors on a, a cause de (G) :

f n - XIl
FV gV
f@) _ @)

par suite :

f—(f,x" fmxY, . f&D &) 1
Mais :

(fx" XY, @D xX®) 1k X,
donc:

f ~x.

[CAVAILLES, p.211, 1962]

Carta de Dedekind para Cantor em 2 de julho de {&gina 175):

~aelingt cs, cine gegenseitige eindeutige und vollstindige Correspondenz zwischen den
Puncten einer stetigen Mannigfaltigkeit A von # Dimensionen einerseits und den Puncten
einer stetigen Mannigfaltigkeit B von b Dimensionen andererseits herzustelicn, so ist diese
Correspondenz seibst, wenn ¢ und b ungleich sind, nothwendig eine durchweg unstetige®

.. 1ch hoffe, mich deutlich genug ausgedriickt zu huben; dic Absicht meines Schrejibens
besteht nur darin Sie zu bitten, nicht ohne eine griindliche Pritfung meines Einwandes gegen

dic bisher fiir wahr gehaltenen Glaubensartikel der Mannigfultigkcitslehre Sifentlich zu po-
Iemisicren. ...
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J'ai examine encore une fois votre démonstratiom,yeai pas trouvé de lacune ; je suis
convaincu que votre intéressant thoréme est exgetvous en félicite. Mais je voudrais, comme
je vous l'ai déja annoncé sur ma ma carte posfailes une remarque, qui est dirigéentre les
conséquences que vous avez ajoutées dans vote dett25 juin a la comunication et a la
démonstration du théoréme, et qui ont trait au epnhad’une multiplicité continue &
dimensions. D’aprés ce que vous dites, il pousambler — mais mon opinion peut étre inexacte
— que vous vouliez, a partir de votre théoremetrmen doute la signification ou I'importance de
ce concept ; vous dit par exemple a la fin de dettee : «ll me semble donque toutes les
déductions philosophiques ou mathématiques quseni cette hypothese erronée » [celle du
caractére déterminé du nombre de dimensions] «isadtissibles. Il faut plut6t rechercher la
différence qui existe entre deux variétés a un nmendifférent de dimensions, dans quelque
raison tout autre que celle, généralement tenue garacteristique, du nombre de coordonnées
indépendantes. »

A I'encontre de ce point de vue, je déclare étravamcu (malgré votre théoréme, ou
plutbt par suite des considérations occasionnéeggbee théoreme ou croire ( je n’ai pas encore
eu le temps de faire méme seulement I'essai d'é@neodstration) que le nombre de dimensions
d’'une multiplicité continue est, aprés comme avdamtpremier et le plus important de ses
invariants, et je dois prendre ici la défense de teux qui ont écrit sur cet sujet jusqu’a ce jour
Je vous concede volontiers que cette constancemibre de dimensions exige absolument une
démonstration, et que, aussi longtemps que cett@migration n'a pas été faite, I'on est en droit
de mettre en doute la proposition. Mais je ne dpaie de cette constance bien qu’elle semble
anéantie par votre théoréme. Mais tous les autmtrévidemment fait I'hypothese tacite, tout a
fait naturelle, que pour une nouvelle déterminatierpoints d’une multiplicité continue a l'aide
de nouvelles coordonnées, ces dernieres doiventaéssi des fonctiorontinues(en général)
des anciennes coordonnées afin que ce qui apparaine étant continuement connexe dans la
premiére détermination de position) reste contirer@niié dans la deuxieme détermination de
position. Je crois donc provisoriement a I'exad&wdu théoréme suivante : « Si I'on réussit a
établir une correspondence compléte univoque @brogpie entre les points d’'une multiplicité
continue A da dimensions d’une part, et les points d’'une muttif# continue B & dimensions,
d’autre part, alors, sa e b sont inégaux, cette correspondence est nécessairgpartout
discontinue Ce théoréme expliquerait aussi le phénomene ’'gst snanifesté lors de votre
premiere démonstration de votre théoreme, a saustement linsuffisance de cette
démonstration ; la relation que vouz vouliez y Btal I'aide de fractions décimales) entre les
points d’'un domaine a dimensions et les points d’un « segment a unerdiloe » aurait été, si
je ne me trompegontinue pourvu seulement qu’elle ait englaioéisles points du segment a une
dimension ; de méme, dans votre démonstration léegtda correspondanciitiale entre les
points du segment @ dimensions dont les coordonnées sont toutesamagiles et les points a
une coordonnée également irrationnelle du segmemeadimension est, me semble-t-il, aussi
continue que possible en un certain sens (petit@ssechangements) ; mais, pour remplir les
lacunes, vous étes obligé d'introduire dans laespondence une discontinuité, a donner le
vertige, une descontinuité que réduit tout en agredle que toute partie continuement connexe,
si petite qu'elle soit, de l'un des domaines a umeage complétement déchirée,
discontinue.J'espere m’étre expliqué assez clainémeette lettre n'a d’autre but que de vous
prier de ne pas entreprendre publiquement des [plésicontre les articles de foi admis jusqu’a
présent de la théorie des multiplicités avant diawmumis mon objection a un examen
approfondi. [CAVAILLES, p.215,1962]
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Carta de Cantor para Dedekind, em 4 de julho d& {83gina 178):

Hochgeehrter Herr College!

Ich war sehr erfreut (iber Ihren Brief v. 2" Juli und danke Ihnen fiir Ihre cinge-
henden und auBerordentlich treffenden Bemerkungen.

Durch die SchluBworte meines Bricfes v. 25'" Juni habe ich gegen meine Ab-
sicht den Schein hervorgerufen, als wollte ich durch meinen Bewcis dem Begritfe
der o fach ausgedehnten stetigen Mannigfaltigkeit iberhaupt entgegentreten, wih-
rend mein ganzes Streben vielmehr darauf gerichtet ist, ihn zu kldren und auf den
richtigen Standpunct zu fithren. Wenn ich sagte: ,,nun scheint es mir, dass alle phi-
losophischen und mathem. Deduktionen, welche von jener irrthiimlichen Voraus-
setzung Gcbrauch machen — so meinte ich mit dieser Voraussetzung #aicht ,die
Bestimmtheit der Dimensionenzahl®, sondern die Bestimmtheit der unabhiingigen
Coordinaten, deren Anzahl von gewissen Autoren unter allen Umstidnden gleich
der Anzahl der Dimensionen vorausgesetzt wird, wihrend, wenn man den Coordi-
natenbegritf aligernein fass(, ohne jede Voraussetzung iiber die Natur der vermit-
telnden Functionen, dic Anzahl der unabhingigen, cindeutigen, vollstindigen
Coordinaten, wie ich gezeigt, auf jede vorgegebenc Zahl gebracht werden kann. Ich
bin auch Ihrer Ansicht, dass, wenn die Beschrinkung gemacht wird, dass die Cor-
respondenz eine stetige sein soll, alsdann nur Gebilde von gleich viel Dimensionen
sich eindeutig auf einander werden bezichen lassen und dass auf diese Weise in der
Zahl der unabhingigen Coordinaten eine Invariante gewonnen werden kann, wel-
che zur Definition der Dimcensionenzahl eines stetigen Gebildes fiihren diirfte. —

Ich vermag jedoch noch nicht zu erkennen, bis zu welchem Grade die Schwierig-
keiten auf diesem Wege (7u dem Begriffe der Dimensionenzahl zu gelangen) stei-
gen konnen, weil ich nicht weiss, ob man im Stande ist, den Begriff der im Alige-
meinen stetigen Correspondenz zu begrenzen. Von der Moglichkeil ciner solchen
Begrenzung scheint mir aber auf diesem Wege Alles abzuhingen.

Eine fernere Schwierigkeit glaube ich darin zu erkennen, dass dieser Weg versa-
gen dirfte, sobald das Gebilde aufhdrt ein durchweg sletiges zu sein; und dennoch
mochte man doch auch in diesem Falle Etwas der Dimensionenzahl entsprechen-
des haben, um so mehr, als von den in der Natur vorkommenden Mannigfaltigkei-
ten ihre durchgehende Stetigkeit schwer nachzuweisen scheint. —

Ich méchte Ihnen durch diese Zeilen nur andeuten, dass ich, weit davon ent-
fernt, mein Resultat gegen die Glaubensartikel der Mannigfaltigkeitslehre unbe-
dingt kehren zu wollen, vielmehr vom Wunsche erfiilit bin, durch dasselbe zur Si-
cherstellung ihrer Sétze, so weit als mdglich, Etwas beitragen zu kénnen.,

Ich méchte heute Thre Zeit nicht mehr in Anspruch nehmen und bitte Sie noch,
falls Sie Zeit findcn sollten, die sich aufdréngenden Fragen zu untersuchen, solches
nicht zu verschmihen und mich alsdann mit Thren Resultaten bekannt machen zu

ilen.
wolien Mit herzlichem Grufle

Thr ergebenster G. Cantor

J'ai été trés heureux de recevoir votre lettre djuwilet, et je vous remercie de vos
remarque précises et extraordinairement pertinentes

A la fin de ma lettre du 25 juin, j'ai, contre malenté, donné I'impression de vouloir, par
ma démonstration, m'opposer au concept méme dépfiwité continuep fois étendue, alors que
tous mes efforts n'ont d’autre but que de clarifter concept et de lui donner un fondement
correct. Lorsque je disais :lkme semble dongue toutes les déductions philosophiques ou
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mathématiques qui utilisent cette hypothése errcser@ inadmissibles. », ce n’est pas au
« caractére déterminé du nombre de dimensions »squapportait cette hypothése, mais bien au
carctere déterminé des coordonnées indépendaatesied nombre est supposé par certains
auteurs égal en toute circonstance au nombre dendions, alors que, si I'on prend le concept
de coordonnéedans sa généralitésans aucune hypothése sur la nature des fonctiihisges, le
nombre de coordonnées indépendantes, univoqueglé&es peut, comme je I'ai démontre, étre
ramené a tout nombre donné. Je sais aussi deaxog@ue, si I'on impose a la correspondance
d’étre continue, on ne peut plus alors mettre &tiom univoque que des variétés a un nombre
égal de dimensions, et que, de cette maniere,ndreode coordonnées indépendantes constitue
un invariant que pourrait conduire a la définitida nombre de dimensions d'une variété
continue.

Je ne suis pourtant pas encore capable de recenaaifuel degré peuvent s’élever les
difficultés dans cette voie (celle qui conduit ancept du nombre de dimensions), parce que je
ne sais pas si I'on est en état de délimiter lecephdecorrespondance continue en général
Mais de la possibilité d’'une telle délimitation qarait tout dépendre dans cette voie.

Je crois apercevoir une autre difficulté en ce@ gette voie n’aboutirait sans doute pas
des que la variété cesse d’étre partout contirtiggourtant I'on aimerait avoir dans ce cas aussi
guelque chose qui corresponde au nombre de dinmemsiautant que, pour les multiplicités qui
se présentent dans la nature, leur continuité giasemble difficile a établir.

Je voudrais seulement indiquer par ces lignes eseliig bien loin d’avoir voulu utiliser
utiliser inconditionnellement mon résultat congs brticles de foi de la théorie des multiplicités,
et, bien au contraire, que je souhaite pouvoirrdmner avec son aide a en raffermir autant que
possible les théoremes. Je ne voudrais pas voaaghérdavantage aujourd’hui ; je vous prie, Si
vous en trouvez le temps, d’examiner les questipms’imposent, de ne pas dédaigner ce travail,
et de me faire connaitre ensuite vos résultats.

[CAVAILLES, p.216, 1962]

Carta de Cantor para Dedekind, em 23 de outubd@dé (pagina 183):

...Sur les recherches que jai faites I'été derniey a chez Monsieur Borchardt, depuis un
trimestre, un travail que j'ai rédigé sous le tikr&lne contribution a la théorie des multiplicités
Jespére qu’il va trés bientdt étre publie. Cominenia été permis d'y mettre a profit vos
conseils amicaux, cela vous intéressera peut-&resagtoir que j'ai trouvé pour 'un de mes
théoremes une demonstration encore plus simplde® multiplicités bien définies peuvent étre
mises en correspondance univoque et compléte, Btépae élément, I'une avec l'autre, je me
sers alors du mode d'expression qu’elles omdme puissanceu encore qu'elles sont
équivalentes j'appelle ausséquivalentesleux variables réelles et b, lorsqu’elles peuvent étre
mises en correspondance univoque et complete 8upe l'autre, et jécris dans ce cas, comme
vous le savez :
a~b

Il s’agit alors du théoreme suivant :

Si e est une variable, qui doit prendre toutes les val@uationnelles > 0 et < 1, ex une

variable, qui prend toutes les valeurs rationnatasrationnelles>0e<1,on a:

e~ X
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Démonstration : Soitp, le terme général d’'une suite, qui se compose ds tes nombres
rationnels> 0 e< 1 ; soitn, le terme général d’'une suite formée de n'impodelg) nombres
irrationnel inégaux > 0 et < 1, par exemple :

o= V2
1% 2v
h désignera la variable qui prend toutes les valdarBintervalle (0... 1) a le exception
deso, et desy,,
Alors

(d) x ={h,n, o}
e={h,n.}.
Pour la derniére formule, nous pouvons aussiecrir
(2)  e={h 21,2}
Si'on compare les formules (1) et (2) et quanllemarque que :
h~h s 1y~ oy s ¢v ~Mo
il en resulte que :
x~e, C.Q.F.D.

Peut-étre avez vous davantage étudié la questicgawdr si, pour la détermination du
concept de la multiplicité n-upla continue, la cibioth de la correspondance continue suffit pour
gue le concept soit affermi en lui-méme, assuréredoute contradiction ?

P.S. : Jai regardé le nouveau manuel d’analydepmiehits ; vous plait-il ?
[CAVAILLES, p. 218, 1962]

Carta de Cantor para Dedekind, em 29 de Dezemb187 (pagina 189):

Hochgeehrter Herr College!

Ich mdchte das Jahr nicht voriibergehen lassen, ohne Ihnen meine herzlichen
Glickwitnsche zum neuen zu senden; hoffentlich erfahre ich gelegentlich auch von
Ihnen wie Sie sich befinden. Bei uns ist Alles munter; die beiden Kinder entwickein
sich zu unserer Freude.

Sie werden wohl auch in den Besitz des Werkes ,,fondamenti per la teorica delle
funzioni di variabili reali di Ulisse Dini, Pisa 1878% gclangt sein. Es scheint mir
dasselbe mit Sachkenntnis und vielem Geschick verfasst zu sein; zur Einftihrung
der Zahlen bedient er sich lhrer Methode. — Obgleich ich mit derselben vollkom-
men f{lberginstimumte, 50 glaube ich dennoch, dass ihr die von mir in einer Arbeit
iiber trigonometrische Reihen [[11]] angedeutete aequivalent ist und dass durch die
formelle Unterscheidung von Zahlgrossen verschiedener Ordnung, womit ich ai-
lein die verschiedenen Modi ihres Gegebenseins durch einfach unendliche Reihen,



{deren Glieder mit wachsendem Index sich eirender unendlich ndbern) zum Aus-
druck bringen wollte, die Gefahr nicht eintritt, dass man glauben kinnte, ich hitte
das Gebiet der reellen Zahlen erweitern wollen. Ein solcher Missgriff ist von mir
nie auch nur entfernt beabsichtigt worden; ich sage ausdriicklich in meiner Arbeit,
dass jede von mir mit ¢ bezeichnete Zahl einer Zahl b gleichgesetzt werden kano.
Uebrigens ist dieser Missgriff, von einer andern Seite wirklich gemaclut worden, so
unerhért dies auch klingen mag; ich weiss nichi, ob Ihnen Thomaes Abriss ciner
Theorie der complexen Functionen und der Thetafunctionen bekannt ist; in der
eweiten Auflage pag. 9. findet man Zablen, welche (horribile dictu) kleiner als jede
denkbare reelle Zahl und dennoch von MNull verschieden sind.

Ueber die Frage, ob sich stetipe Mannigfaltigkeiten mit verschiedener Dimensio-
nenzahl einander eindeutig und stetig zuordnen lassen oder vielmehr iiber den
Satz, dass dies nicht mdéglich ist, ist seit dem Erscheinen meiner Arbeil itber Man-
nigfaltigkeitslehre von Thomae [T. [2]], Liroth [L. [1]], Jirgens [J. [t]] und vor
einigen Thagen im Borchardtschen Journal von Netto [N, [1]] geschriehen worden;
es scheint mir jedoch die Sache noch nicht ganz fertig gestellt m sein,

Mit der Ritte, mich [hrer Familie freundlichst zu empfehlen schlielle ich mit
herzlichem Grulie

als Thr ganz ergebener
Georg Cantor.

De Cantor para Dedekind, em 28 de agosto de 1&@fn@@ 110):

Hochverehrter Freund.

in der Hoffnung, dali Sie Zeit pefunden haben, sich in meine Mittheilungen fiber
das System aller transfiniten Cardinalzahlen oder Michtigkeiten zu versenken und
deren Inhalt in lhrem Geiste zu wigen und zu priifen, méchee ich mir erlauben
noch einen wesentlichen Punct zu beriihiren, auf den ich absichtlich in der ersten
Vorlage micht eingegangen bin, der IThnen aber sicherlich von selbst (gewissermaas-
sen durch seine Abwesenheit) sich bemerklich gemacht haben wird.

Man muf} die Frage aufwerfen, woher ich denn wisse, dafl dic wohlgeordneien
Yiclheiten oder Folgen, denen ich die Cardinalzahlen

Rﬂ! E1|“-l rte.,:l,u,r”-l Hmlr---

zuschreibe, auch wirklich .Mengen” in dem erkiirten Sinne des Wortes, d. h. .con-
sistente Vielheiten” seien. Wihre es nicht denkbar, dalt schon diese Vielhelten ,in-
consistent” seien, und dafl der Widerspruch der Annahme elnes ,Zusammenseins
aller hrer Elemente® sich nur wioch nicht hemerkbar gemacht hiitte? Meine Ant
wort hietaul ist, dal} diese Frage auf endliche Vielheiten ebenfulls auszudehnen is
und daf einc genaue Erwéigung zu dem Resultate fihrt: sogar fiir endliche Vielhei-
ten ist ein ,Beweis® fiir thre Consistenz” nicht zu fithren. Mit anderen Worten:

240
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IZie Thatsache der Consistenz* endlicher Vielheiten ist eine einfache, unbeweisha
re Wahrheit, es ist . fas Axiom der Arithmetik (im alten Sinne des Wortes)*, Und
ebenso ist die Consistenz® der Vielheiten, denen ich die Alephs als Cardinalzahlen
Zuspreche, ,das Axiom der erweiterten, der transfiniten Arithmetik®

Ich wiirde selu gerne diese Sachen miindlich mit Ihoen genaver durchsprechen,
wozl ja die Gelegenheit fiir mich leicht zu ergreifen wire. Allgin ich weill nicht,
ob es nicht fiir Sie momentan eine Stdrung in Lhren Arbeiten wire, wenn ich mich
van hier ans filr ein paar Stunden zu Thoen aol den Weg machte?

Mit herzlichem Grul
[he
Georg Canlorn

...0n doit se demander, d'ou je sais que les niigitgs bien ordonnées ou suites auxquelles
jassigne les nombres cardinaux
P P

son réellement des “ensembles” dans le sens duqumota éte expliqué, c'est-a-dire des
“multiplicités consistantes”. Ne serait-il pas cewmable que déjaes multiplicitési soient
“inconsistantes”, mais que la contradiction qu'k @ supposer une “existence simultanée de tous
leurs éléments” ne se soit pas encore fait remaPdda réponse est que cette question peut étre
étendue également aux multiplicités finielsque, si I'on y réfléchit exactement, on aboalitrs

au résultat: méme pour les multiplicités finigb,n’'y a pas de demonstration de leur
“consistance”. En d’autres termes: le fait de larsistance” des multiplicités finies est une vérité
simple, indémonstrable, c’est « 'axiome de I'amitique » (dans I'ancien sens du mot). Et, de
méme, la “consistance” des multiplicités auxquejlatiribue comme nombres cardinaux les
alephs, c’est “l'axiome de I'arithmétique transéirélargie’[CAVAILLES, p.244,1962]



