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“Ha um conceito que corrompe e altera todos os outros. Nao falo

do mal, cujo limitado império é a ética, falo do infinito.”
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RESUMO

BRITTO, Sicleidi Valente dos Santos. A justificacdo finitista da nocdo de infinito atual por
David Hilbert. Rio de Janeiro, 2018. Dissertacdo (Mestrado em Historia das Ciéncias das

Técnicas e Epistemologia), Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2018.

O presente trabalho pretende mostrar como o conceito de infinito atual, definido e
matematizado por Georg Cantor, foi justificado por David Hilbert a partir de uma epistemologia
estritamente finitista. O infinito enquanto poténcia, aquilo que nunca acaba e que sempre posso
adicionar mais um elemento, € o infinito justificado por Aristételes. Mas, que ndo pode se tornar
um objeto da matematica, na medida em que ndo é atualizado, acabado, totalizado. O infinito
potencial ndo € um ente matematico, € um processo. A nocao de infinito possui uma natureza
paradoxal, que vai de encontro a nossa experiéncia com o finito. E por isso, a enorme dificuldade
de incorpora-lo como objeto matematico. Isso s6 se da ao final do século XIX, pelas maos de um
génio que ndo foi compreendido ao seu tempo, a excecdo de Hilbert, que sai em defesa do
infinito atual definido e matematizado por Cantor, em um cendrio de crise dos fundamentos da

matematica.

Palavras-Chave: Histéria do Infinito. Infinito atual. Matematica transfinita. Programa de
Hilbert.



ABSTRACT

BRITTO, Sicleidi Valente dos Santos. A justificacdo finitista da nocdo de infinito atual por
David Hilbert. Rio de Janeiro, 2018. Dissertacdo (Mestrado em Historia das Ciéncias das

Técnicas e Epistemologia), Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2018.

The present work wants to show how the concept of actual infinity, defined and
mathematized by Georg Cantor, was justified by David Hilbert from an epistemology strictly
finitist. The infinity while power, which never ends and that | can always add one more element,
is the infinity justified by Aristoteles. But, it can not become a mathematical object, as it is not
updated, finished, totalized. The infinity potential is not a mathematical entity, it is a process.
The idea of infinity has a paradoxical nature, which goes against our experience with the finite.
Hence, the enormous difficulty to incorporate it as a Mathematical object. This happened at the
end of the XIX century through the hands of a genius that was not understood at his time, except
from Hilbert, who defended the actual infinity and mathematized by Cantor, in a crisis scenario

of the mathematical fundamentals.

KEYWORDS: History of infinity, Actual infinity, Transfinite numbers, Hilbert’s program.
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INTRODUCAO:

“Ninguém nos expulsara do paraiso que Georg Cantor criou para nos”

David Hilbert

Como diz Hilbert, “A questdo do infinito agitou sempre as emocdes da humanidade mais
profundamente do que qualquer outra” (1925, p.371). De fato, poucos assuntos provocaram tanta
polémica e discussdo entre matematicos, fildsofos e tedlogos como a ideia de infinito. Gera
muitas inquietagdes o fato de grande parte da matematica fundamentar-se no conceito de infinito,
que ¢ fonte de problemas filoséficos alguns dos quais ainda sem solucdes. A historia do infinito é
uma historia de paradoxos. Na antiguidade, os paradoxos de Zendo de Eléia surgiram porque,
utilizando o conceito de infinito, Zendo aparentemente demonstrava ser impossivel o
movimento. O que entra em conflito com nossa experiéncia.

O Paradoxo de Galileu entra em conflito com a nossa intuicdo, pois € muito estranho
pensar que o conjunto dos ndmeros inteiros tem a mesma quantidade de elementos que a dos
quadrados perfeitos, uma vez que o primeiro conjunto tem infinitos nmeros a mais que o
segundo (isto €, todos aqueles que ndo sdo quadrados perfeitos). A nocdo do infinito traz em si
uma natureza contraditdria a nossa intuicdo e a nossa experiéncia com conjuntos finitos, onde o
todo é sempre maior que suas partes. Por causa disso, Galileu apenas reconheceu gue o infinito
se comporta de maneira diferente do finito, ndo sendo possivel atribuir a ele as qualidades de
maior, menor ou igual. Galileu concluiu que a nossa compreensao finita ndo pode entender o
infinito. E comparando o infinito ao “incompreensivel”, admite que o melhor a fazer ¢ evita-lo.

Bernard Bolzano (1781-1848) verificou que havia uma correspondéncia bijetora (relacao
de um para um) entre os intervalos de numeros reais [0,1] e [0,2]:

£: [0,1] — [0,2]
f(x) =2x,x €[0,1]

Isso quer dizer que o intervalo [0,1] tem a mesma quantidade de elementos que o intervalo

[0,2]. Generalizando, o intervalo [0,1] tem a mesma quantidade de nimeros de [0,a], para todo

numero real a. Isto quer dizer que é possivel estabelecer uma relacdo de um para um entre um
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intervalo de ndmeros reais e um intervalo que esta contido nele. O que resulta que eles tém o
mesmo tamanho®.

Em sua obra Os Paradoxos do Infinito, publicado ap6s sua morte em 1851, Bolzano prop6s
como marca caracteristica das totalidades infinitas a correspondéncia de um para um entre o todo

e uma das suas partes, o chamado paradoxo da reflexividade:

Se um conjunto é infinito, pode-se coloca-lo em correspondéncia bijetora com uma

de suas partes proprias. (1993, p.27)

Segundo ele, a crenca geral de que “o todo é maior que a parte” deixa de valer em
totalidades infinitas.

No final do século XIX, Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor e Richard Dedekind,
definiram e matematizaram o infinito atual. Cantor e Dedekind definiram uma colecdo infinita
como aquela que tem o mesmo tamanho de uma parte propria dela mesmo. Ou seja, 0 que
Galileu enxergou como um paradoxo e Bolzano, como uma caracteristica, Cantor captou como
esséncia das colecdes infinitas. Com o desenvolvimento da teoria dos conjuntos, a solugéo do
paradoxo da reflexividade, foi formulada do seguinte modo: a relagdo “estar contido em € ser
diferente de”, entre conjuntos, ndo deve ser confundida com a relacdo “possui um tamanho
menor que”.

Pela primeira vez o infinito ganhou uma definicdo propria. Pois, até entdo, o infinito era o
ndo finito. Isto €, a definicdo de infinito era dada pela negacdo do finito. O infinito, para Cantor é
um objeto matematico totalizado, acabado, o infinito Atual. Nao é algo a vir a ser, algo que nao
acaba e que se realiza potencialmente, o infinito potencial, o Unico infinito sobre o qual
estadvamos “autorizados” a falar desde Aristoteles. Bolzano, ja havia proposto que o infinito
deveria ser tratado de forma atual e ndo, potencial. Somente a partir dessa mudanca de
paradigma que o infinito pode ser matematizado e, sob essa Otica, estudado e problematizado.

Ao analisar os conjuntos infinitos, Cantor demonstrou que havia infinitos de tamanhos
diferentes, conjuntos infinitos maiores que outros conjuntos também infinitos. E desenvolve uma

belissima matematica transfinita a partir da teoria de conjuntos.

! No decorrer desse trabalho, usaremos “tamanho de um conjunto” no sentido de sua cardinalidade, o que em
conjuntos finitos equivale ao nimero de elementos do conjunto.

12



Tal trabalho de Cantor foi bastante criticado por matematicos influentes da época, como
Henri Poincaré e Leopold Kronecker, seu ex-professor e maior critico, que chegou a publicar que
Cantor era um corruptor da juventude, um charlatéo cientifico, um renegado. Tamanha critica
dificultou enormemente a publicacdo de seus resultados nas revistas influentes dos meios
cientificos de sua época.

David Hilbert, respeitado matematico alemao, sai em defesa da matematica transfinita de
Cantor e afirma que tal teoria Ihe parece “o mais refinado produto do génio matemdtico”, apesar
de ser um finitista. Isto é, para Hilbert, o direito de operar o infinito s6 poderia ser assegurado
através do finito.

Neste trabalho, pretendemos mostrar como Cantor e Dedekind desenvolveram a nogédo de
infinito atual, como Cantor desenvolveu a sua teoria dos nimeros transfinitos e como David
Hilbert justificou a utilizagdo do infinito atual na matematica, apesar de ser finitista. Isto €, como
ele conciliou a nocdo de infinito com os requisitos de uma epistemologia estritamente finitista.
Na sua famosa conferéncia “Sobre o Infinito”, Hilbert defende a teoria dos nimeros transfinitos
de Cantor das duras criticas que sofre. Entretanto, na mesma conferéncia, também afirma que
ndo ha razdo alguma, a partir das teorias fisicas do universo, para se acreditar que exista alguma
coisa no mundo que corresponda a uma colecdo infinita. O que torna impossivel a justificacdo de
uma axiomatica envolvendo infinito por um modelo fisico. Como poderia entdo Hilbert justificar
a utilizacdo do infinito atual como um objeto matematico? Queremos mostrar como tudo isso é
concilidvel no seu pensamento, e que ndo ha nada de contraditério. Assim como, pretendemos
mostrar as implicacdes ontoldgicas e epistemoldgicas do programa de Hilbert no que diz respeito

ao infinito enquanto objeto matematico.
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1. UMA BREVE HISTORIA DA CONSTRUCAO DO CONCEITO DE INFINITO:
UMA HISTORIA DE PARADOXOS

N&o temos a pretensdo de contar, de forma minuciosa, a historia da construgdo do conceito
de infinito. Para isso, precisariamos de um trabalho dedicado a esse fim. Escolhemos quatro
autores, em quatro momentos diferentes da historia, para destacar a natureza paradoxal da nocéo
de infinito: Aristoteles (384 a.C.— 322 a.C.); que se reporta aos paradoxos de Zendo (490 a.C.—
430 a.C.), Galileu Galilei (1564-1642), Bernard Bolzano (1781-1848) e Georg Cantor (1845-
1918).

A palavra “paradoxo” vem do grego “paradoxos”. O prefixo “para” quer dizer “contrario
a” e o sufixo “doxa” quer dizer “opinido”. Logo, paradoxos significa contrario a previsao ou a
opini&o comum. Um paradoxo é uma afirmacéo que aparenta ser contraditdria ao senso comum?.

Veremos a seguir que a historia do conceito de infinito é também uma histdria de paradoxos.

1.1 — Aristételes e os paradoxos de Zendo

Os filosofos pré-socraticos, que também conhecemos por filésofos da natureza, buscavam
na natureza as respostas sobre a origem e ser do mundo. Zendo de Eléia (490 a.C.— 430 a.C.),
discipulo de Parménides de Eléia (530 a.C.- 460 a.C.), defendia as ideias de seu mestre. Ele
acreditava que o universo era unico, imutavel e imével. E que movimento, mudanga, tempo e
pluralidade nfo seriam mais do que ilusdes. A sua época duas concepcbes se opunham: a
concepcao continuista que considera o0 nimero, 0 espaco, 0 tempo e a matéria como divisiveis ao
infinito e a concepcdo atomista, que considera a existéncia de elementos primeiros indivisiveis.
Para Zendo, essas duas concepcOes geram impasses. E, para mostrar tais impasses, ele
desenvolveu quatro paradoxos, que aparentemente demonstravam a impossibilidade do
movimento. Segundo ele, O que se move deve sempre alcangar o ponto médio antes do ponto
final (Os Pensadores, p. 140). Tais paradoxos foram tratados por Aristoteles em sua obra Fisica,
que os intitulou de Aquiles, Dicotomia, Seta e Estadio, nomes pelos quais ficaram conhecidos.

2 Em matematica, paradoxos sdo antinomias, ou seja, consideramos que uma afirmagao é um paradoxo quando ela é
verdadeira se e somente se for falsa.
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Os dois primeiros paradoxos refutam a suposicdo de que espaco e tempo sdo infinitamente
divisiveis: O famoso paradoxo de Aquiles diz que no caso de uma corrida entre Aquiles (o herdi
grego da lliada de Homero, o mais veloz dos homens) e uma tartaruga (o mais lento dos
animais), se fosse dado uma vantagem a tartaruga de ela sair na frente de Homero, esse nunca a
alcancaria, e a tartaruga seria a grande vencedora da corrida. Isso porque, quando Aquiles
chegasse ao ponto em que a tartaruga tivesse largado, ela ja estaria a frente. Num segundo
momento, quando Aquiles chegasse onde a tartaruga estivesse, ela ja estaria um pouco a frente
(pouco, mas estaria & frente) e assim sucessivamente, infinitas vezes. Mas, tal fato ndo se
verifica. Obviamente Aquiles seria 0 campedo da corrida. O paradoxo da Dicotomia diz que o
movimento ndo existe, pois para ir de um ponto a outro, antes teriamos que percorrer a metade
dessa distancia, Mas, para chegarmos a metade da distancia, teriamos que percorrer a metade da
metade do caminho. Mas, para chegarmos a um quarto do caminho, antes teriamos que percorrer
um oitavo do caminho. E assim, infinitamente. De modo que ndo poderiamos nos movimentar de
um ponto a outro. O que obviamente € uma inverdade, ja que nos deslocamos.

Os paradoxos da Seta e do Estadio mostram que espaco e tempo ndo podem ser compostos
por elementos minimos indivisiveis.

Ao escrever sobre o infinito, Aristoteles faz a distingdo entre dois tipos: O Infinito
Potencial e o Infinito Atual. Mas, ele admite a existéncia real apenas do infinito potencial,

conforme ele comenta na seguinte passagem:

Se é impossivel que um lugar seja infinito e que todo corpo ocupa um lugar, entéo é
impossivel que esse corpo seja infinito. (...) Pois bem, se o infinito ndo se pode
quantificar — sendo seria uma quantidade como de duas ou trés coisas, pois isto é o que
significa quantidade — assim também o que estd num lugar é assim porque ocupa algum
sitio: e isto para cima ou para baixo, ocupando uma das seis dire¢Ges, e cada uma destas
apresenta um certo limite. Fica claro que na atualidade ndo existe um corpo infinito. (...)
Tornando-se evidente que o infinito existe num sentido e noutro ndo. Pois bem, diz-se
que &, por um lado, em poténcia e por outro em atualidade. (...) De maneira que existe um
namero infinito em poténcia e ndo em atualidade. (Aristoteles, 1996, livro Ill, Cap. 4-8,
p. 71-88).
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Aristoteles nega a existéncia concreta do infinito, mas reconhece que existe uma
necessidade matematica do mesmo, que consiste em considerar grandezas maiores ou menores a
qualquer grandeza dada. Ou seja, o infinito como processo de crescimento ou de subdivisédo sem
limite (sem final). Por isso, de acordo com Aristdteles, hd uma necessidade de reconhecer o
infinito enquanto poténcia. Isto ¢, como uma construcdo da mente humana necessaria para
resolver problemas que envolvam grandezas infinitamente pequenas ou infinitamente grandes, o
que ndo implica em considerar a existéncia de entidades de dimensdo ndo finita, ou seja,
totalidades infinitas atualmente dadas.

A partir de Aristoteles, a tendéncia majoritaria entre fildsofos e matematicos foi a de se
admitir apenas o infinito enquanto poténcia. Na introducdo da versédo francesa dos Paradoxos do
Infinito, obra de Bernard Bolzano que data de 1851, Hourya Sinaceur (o tradutor do alemao para
o francés) apresenta, como um dos problemas no estudo do infinito, o fato de esta nogé&o ter sido
considerada desde Aristételes (384 a.C.— 322 a.C.) até Leibniz (1646-1716) como algo apenas
em poténcia ou como uma espécie de ficcdo. A sucessao dos numeros naturais € o arquétipo do
infinito potencial. Pois, se fixarmos um nimero natural, é sempre possivel encontrar um nimero
natural maior do que esse. A constru¢do axiomatica do conjunto dos nimeros naturais, dada pelo
matematico italiano Giuseppe Peano (1858-1932), caracteriza este conjunto como infinito e

exemplifica o conceito de infinito potencial:

(Axioma 1) Todo nimero natural tem um Unico sucessor;

(Axioma 2) Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes;

(Axioma 3) Existe um Unico nimero natural, chamado um e representado pelo

simbolo 1, que ndo é sucessor de nenhum outro;

(Axioma 4) Seja X um conjunto de numeros naturais (isto 6, X c N). Sel € X e

se, além disso, o sucessor de todo elemento de X ainda pertence a X, entdo X = N.
(Lima, 2012)

Pelo axioma 1, temos a garantia de que todo ndmero natural possui sucessor, e este

sucessor € unico, logo o conjunto dos nimeros naturais cresce para além dos limites finitos, ndo

h& um ultimo elemento. Logo, o conjunto dos nimeros naturais exemplifica o infinito potencial.
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Esse é o infinito que existe, o infinito que é uma possibilidade. O infinito ndo existe enquanto

uma totalidade dada, de forma acabada, de maneira atual.

1.2 — O paradoxo de Galileu

No século XVI, Galileu (astronomo, fisico e matematico italiano) esbarrou nas
“esquisitices” do infinito. Ao estudar o conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6,...} dos numeros inteiros
positivos, chegou a conclusdo de que esse ndo € maior que uma de suas partes proprias, isto &,
uma parte que esté nele contida e ndo é idéntica ao todo. Ou seja, se considerarmos apenas uma
parte desse conjunto, formada, por exemplo, apenas pelos nimeros que sdo quadrados perfeitos
{1, 4, 9, 16, 25, 36,...}, ela ndo serd menor que o conjunto todo. Isso é verificado uma vez que
podemos estabelecer uma correspondéncia de um para um entre 0s dois conjuntos, da seguinte

forma:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 ..
1 4 9 16 25 36 49 64 81 ..

Como os dois conjuntos sdo infinitos, segundo Galileu, ndo é possivel determinar o
tamanho deles, isto é, quantos elementos eles tém. Entretanto, podemos relacionar a cada nimero
do conjunto dos inteiros positivos um e apenas um nimero quadrado perfeito, de modo que nao
restariam elementos sem correspondéncia em ambos 0s conjuntos, ou seja, todos estariam
relacionados. Dessa forma, os dois conjuntos teriam 0 mesmo tamanho. Mas, essa conclusdo
parece ser contraria a nossa intuigdo. E contradiz o axioma IX dos Elementos de Euclides: “O
todo é maior do que qualquer das suas partes”.

O Paradoxo de Galileu, como ficou conhecido, € exposto na seguinte passagem de sua

obra Dialogos relativos a duas novas ciéncias, publicado em 1638. Ela encena uma conversa

entre trés personagens, Salviati, Simplicio e Sagredo, que representam, respectivamente, o
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préprio Galileu, um sabio convencido das concepcdes de Aristoteles e um homem honesto para
guem a demonstracao e a experiéncia se sobrepde ao conhecimento advindo dos livros:

Salviati: (...) Se eu disser que os numeros tomados na sua totalidade, incluindo os
quadrados e ndo quadrados, sdo mais numerosos do que os quadrados sozinhos,
enunciarei uma proposicdo verdadeira, ndo é?

Simplicio: Certamente.

Salviati: De seguida, se eu perguntar agora quantos quadrados ha, podemos
responder, sem nos enganarmos, que ha tantos quantos as raizes quadradas
correspondentes, atendendo a que todo quadrado ndo tem mais do que uma raiz, nem uma
raiz mais do que um quadrado.

Simplicio: Exatamente.

Salviati. Mas se eu perguntar quantas raizes ha, ndo se pode negar que ha tantas
guantos os numeros, porque todo o nimero é a raiz de algum quadrado. Assim sendo,
sera, portanto, preciso dizer que ha tantos nimeros quadrados perfeitos como numeros,
uma vez que eles sdo tantos como as raizes e que as raizes representam o conjunto dos
nameros. No entanto diziamos de principio que ha mais nimeros do que quadrados, ja
que a maior parte dos nimeros ndo séo quadrados. (...)

Sagredo: Entdo, qual a conclusao a tirar nestas condi¢Ges?

Salviati: Aos meus olhos, a Unica conclusdo possivel é dizer que o conjunto dos
nameros, dos quadrados, das raizes € infinito; que o total dos numeros quadrados néo é
inferior ao conjunto dos numeros, nem este superior aquele. E finalmente, que o0s
atributos, igual, maior e menor ndo tém sentido para quantidades infinitas, mas somente

para quantidades finitas. (Galileu, 1988, pag. 40-41).

Galileu ndo admite a conclusdo necessaria desta passagem, isto é, de que os dois conjuntos,
0s inteiros positivos e uma parte propria dele mesmo, tém o mesmo tamanho. Essa conclusao
entra em conflito com a nossa experiéncia com conjuntos finitos e contradiz o axioma Euclidiano
de que o todo e sempre maior que qualquer de suas partes proprias. Como pensar que 0 conjunto
dos nameros inteiros e o conjunto dos nimeros pares tém o mesmo tamanho, se 0 primeiro tem
infinitos nimeros a mais que o segundo, a saber, 0s nimeros impares? Ao se deparar com essa

caracteristica, que é a esséncia dos conjuntos infinitos, Galileu a tratou como paradoxal. Algo
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que contradiz a nossa experiéncia e a nossa intuicdo. O que Galileu fez foi reconhecer que o
infinito se comporta de maneira diferente do finito, ndo sendo possivel atribuir a ele as
qualidades de maior, menor ou igual. Galileu concluiu que a nossa compreenséo finita ndo pode
entender o infinito. E comparando o infinito ao incompreensivel, admite que o melhor a fazer é

evita-lo.

1.3 — Bernard Bolzano e o verdadeiro infinito

Bolzano, filésofo, matematico, I6gico e fisico, em sua obra Paradoxos do Infinito, que €
publicado em 1851 (trés anos depois da sua morte), da um tratamento novo e original ao conceito
de infinito. Ele estudou véarios exemplos analogos ao paradoxo de Galileu e percebeu que tal
paradoxo pode ser interpretado como uma propriedade fundamental dos conjuntos infinitos: todo
conjunto infinito pode ser posto em correspondéncia biunivoca com uma de suas partes
proprias. E é exatamente essa caracteristica que foi fundamental para o estabelecimento de uma
teoria de conjuntos infinitos desenvolvida de forma rigorosa no final do século XIX.

Em sua obra, ele da legitimidade matematica ao infinito atual, o verdadeiro infinito. Para

ele, admitir apenas o infinito potencial é determinar o infinito pelo finito. E n&o sair do finito:

Uma grandeza suscetivel de ser sempre tdo grande quanto se queira e de tornar-se
maior que toda grandeza (finita) dada, pode apesar de tudo permanecer
constantemente finita, como € o caso, em particular, de toda grandeza numérica
1,2,3,4 ... (Bolzano, s 11)

Era necessario considerar grandezas verdadeiramente infinitas, ou seja, maior que um
nimero qualquer de unidades ou tdo pequena que todo multiplo delas mesmas fica inferior a
unidade. Dessa forma, se faz imprescindivel considerar conjuntos infinitos como totalidades
acabadas e ndo mais como sucessdes néo finitas.

A obra de Bolzano néo tornou o infinito um objeto matematico, mas, sem dividas, foi um
grande passo para que outro ilustre matematico o fizesse. Georg Cantor, em sua famosa obra
Grundlagen (1883), afirma:
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Bolzano é possivelmente o Unico para quem 0s ndmeros infinitos proprios sdo
legitimos, ou quando menos o Unico que os discute com amplitude: contudo nédo
estou absolutamente de acordo com seu modo de trata-los, que ndo lhe permite
dar uma definicéo correta, e, por exemplo, considero inconsistentes e equivocados
os paragrafos 29-33 de seu livro. Para chegar a uma verdadeira conceituacao dos
numeros infinitos determinados faltam ao autor seja o conceito de poténcia, seja
uma nocgdo de precisa de enumeragdo. E verdade que em algumas passagens
podemos encontrar, escondidos sob a forma de casos particulares, os embrides de
um ou de outro, mas, a meu ver, o autor ndo os leva a uma plena clareza e
determinacdo, e assim como se explicam muitas incongruéncias (e inclusive

alguns erros) em sua obra, por outro lado valiosa. (Nascimento, p. 77)

1.4 — Georg Cantor, o Génio que “domou” o infinito:

Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor® nasceu em Marco de 1845 em S&o Petersburgo,
Rassia. Aos 11 anos se mudou com a familia para Alemanha. Estudou em Berlim e teve como
professores Weierstrass, Kummer e Kronecker. Em 1869, se tornou professor da Universidade de
Halle e comecou a trabalhar como assistente de Eduard Heine, estudando sobre o teorema da
unicidade das séries trigonométricas. O que o levou ao problema da estrutura interna dos
numeros reais. Por volta de 1870, ele tentou ampliar o conceito de nimero ordinal ao definir
indices para conjuntos derivados de pontos, o que viria a ser o embrido da sua teoria de nimeros
ordinais transfinitos.

A partir de 1879, Cantor escreveu uma série de seis artigos sobre conjuntos lineares
infinitos de pontos no Jornal de Crelle. Esses artigos familiarizaram os leitores com as suas
ideias e forneceram conceitos basicos essenciais como conjuntos derivados, conjuntos densos,
poténcia de um conjunto, ponto limite, ponto isolado e conjuntos bem-definidos. Em 1883,
Cantor publicou o 5° artigo desses seis, Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre,
traduzido para o francés com supervisdo do préprio autor e publicado no Acta Mathematica com

o0 titulo de Fondements d’une théorie générale des ensembles. ESse artigo, um dos mais

® Fotografia em anexo 1.
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importantes que publicou, tinha um carater diferente dos demais. Além das questbes
matematicas, Cantor se preocupou em fundamentar filosoficamente os conceitos e definigdes por
ele tratados.

Esse trabalho é basicamente um tratado sobre o infinito. Ele inicia com a distincdo
fundamental entre infinito potencial e infinito atual. Introduz matematicamente e filosoficamente
nocBes como numero ordinal transfinito (como uma extensao natural dos numeros inteiros para o
dominio do infinito) e poténcia (como aquilo que serve de pardmetro para compararmos o
tamanho de dois conjuntos infinitos distintos).

No final de 1884, Cantor sofreu sua primeira crise de depressdo. Alguns de seus biografos
atribuem suas crises aos problemas que teve com Kronecker e com outros matematicos que
criticaram a sua teoria. Outros atribuem suas crises as tentativas frustradas de demonstrar a
Hipdtese de continuo. Hoje, acredita-se que Cantor sofria de psicose maniaco-depressiva, que
ndo é causada por fatores externos. Ou seja, ele teria essas crises de depressdo, ainda que nao
tivesse tais problemas. Segundo Dauben, um dos seus bidgrafos, sua enfermidade mental pode
ter proporcionado, durante suas fases maniacas, a energia e a tenacidade para desenvolver e
defender sua teoria.

Richard Dedekind, notavel matematico alemdo e amigo de Cantor, tem uma enorme
importancia no desenvolvimento da teoria de conjuntos Cantoriana. Apesar de se encontrarem
apenas seis vezes pessoalmente, eles trocaram muitas correspondéncias sobre a construcdo da
teoria. De modo que, o desenvolvimento da mesma s6 foi possivel devido as observacdes
minuciosas e algumas corre¢des de Dedekind.

No proximo capitulo, iremos tratar do desenvolvimento da nocdo de infinito atual e da sua
matematizacdo por Cantor, a teoria de nimeros transfinitos. Fruto de uma mente brilhante que

néo se deixou abater pela natureza paradoxal da infinitude!
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2. INFINITO ATUAL, O VERDADEIRO INFINITO

2.1- O Desenvolvimento da Noc¢éo de Infinito Atual em Cantor e
Dedekind

A nogdo do infinito, em Cantor e Dedekind, é desenvolvida a partir da teoria dos
conjuntos®. De modo que, para compreendermos o que é o infinito para eles, é necesséria a
compreensdo de alguns aspectos basicos da teoria dos conjuntos. Em uma conferéncia proferida
para matematicos em 1925, intitulada “Sobre o Infinito”, Hilbert afirmou que “Para obter uma
visdo mais aprofundada da natureza do infinito, servimo-nos de uma disciplina que se aproxima
da especulacao filosofica geral e que estava destinada a dar nova luz a todos os complexos
problemas que se referem ao infinito. Esta disciplina é a teoria de conjuntos que foi criada por
Georg Cantor.” (1925, p.373)

As primeiras nogdes capitais sdo a de conjunto e a de elemento de um conjunto. O conceito
de conjunto em Cantor é muito geral. Ele ndo faz qualquer distincdo entre os significados dos

termos “conjunto”, “classe”, “cole¢do”, “aglomerado”. O que podemos verificar na definicao

oferecida por ele:

Um conjunto é uma colecdo M, concebida num todo, de objetos bem distintos m
da nossa intuicdo ou pensamento. Os objetos m que constituem o conjunto M sdo

chamados os elementos ou membros de M.(1895, pég. 46)

Para Cantor, qualquer colecdo é um conjunto desde que intuida ou pensada como um todo,
uma totalidade acabada ou completada®. Os conjuntos, para ele, ndo sdo entidades do mundo
real, mas criacbes do pensamento humano. Temos a capacidade de pensar ou intuir diversos

objetos, de natureza qualquer, e de agrupa-los numa nova entidade bem determinada, o conjunto

* Importante ressaltar que a teoria de conjuntos desenvolvida por Cantor e Dedekind é chamada de naive (ingénua

ou intuitiva), que difere da teoria axiomatica de conjuntos (como a de Zermelo, por exemplo). Alguns conceitos,
como os de objeto e cole¢do, sdo dados a partir de intuicdes e pensamentos.

> Por isso sua teoria de conjuntos é chamada de intuitiva ou ingénua. Ela pressupe um sujeito psicolégico que
realize, por meio da intui¢do, a separacdo dos objetos em uma colecdo e que seja capaz de considera-los, a todos,
como uma totalidade.
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de todos eles. Ndo importa a natureza dos objetos, nem a ordem pela qual possam ser
apresentados, nem mesmo qualquer outra qualidade constitutiva dos conjuntos. Um conjunto
formado como uma totalidade completada é por sua vez um objeto que pode ser membro de
outros conjuntos, e assim temos conjuntos de conjuntos, conjuntos de conjuntos de conjuntos e
assim sucessivamente.

De forma semelhante, Dedekind define sistema (que corresponde a nogdo contemporanea
de conjunto) e elementos de um sistema (que corresponde a no¢do contemporanea de elementos
de um conjunto). Mas, antes de apresentar tais conceitos, ele parte de um conceito mais basico
ainda: a nocéo de coisa. Ele entende por coisa “todo objeto do nosso pensamento” (1888, pag.
44). Dedekind ndo explica o que ele entende por “pensamento” nesta defini¢do, mas deixa claro
que coisas ndo sao objetos do mundo real.

A partir da nocdo de coisa, Dedekind afirma que o pensamento humano pode agrupa-las,

gerando coisas novas, como descrito a seguir:

Frequentemente acontece de diferentes coisas a,b,c,... poderem ser
associadas [na mente] a partir de um ponto de vista comum; dizemos, entdo que
elas formam um sistema S; chamamos as coisas a,b,c ... de elementos de S, [isto
€], [tais coisas] estdo contidas em S; da mesma forma, dizemos que S consiste
destes elementos. Tal sistema (um agregado, uma totalidade, uma multiplicidade),
na qualidade de um objeto do pensamento, é igualmente uma coisa. (Dedekind,
1888, p. 45)

Outra definicdo de suma importancia € a de conjuntos infinitos. Pela primeira vez, o
conjunto infinito é definido por um dado conceito e ndo pela impossibilidade de enumeracgéo de
todos os seus elementos, ou seja, a partir de agora conjuntos infinitos serdo considerados como
totalidade acabada e ndo mais como uma sucessdo ndo finita. A defini¢do é dada por Dedekind

da seguinte forma:
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Um sistema S é dito ser infinito quando ele é similar® a uma parte prépria’ dele

mesmao, caso contrario se diz que S é um sistema finito. (Dedekind, 1888, p.63)

Isto €, um conjunto S € infinito se e somente se, ele puder ser posto em correspondéncia
biunivoca com os elementos de um subconjunto proprio seu S’. Ou seja, um conjunto € infinito
se ele tem 0 mesmo tamanho de uma parte préopria dele mesmo. Dessa forma, uma quantidade
infinita que sempre foi definida de forma negativa, como aquilo que “ndo ¢ finito”, ganha uma
definicdo matematica precisa. E o finito passa a ser aquilo que ndo é infinito. Ou seja, um
conjunto € finito quando ndo existe uma correspondéncia biunivoca entre os elementos do
mesmo e alguma parte propria de si mesmo.

Sendo assim, o “paradoxo de Galileu” é a caracteristica fundamental de todo conjunto
infinito. O todo € maior que qualquer de suas partes préprias somente quando tratamos de
conjuntos finitos. Ou seja, o paradoxo foi gerado na tentativa de compreender o infinito
utilizando as caracteristicas dos conjuntos finitos.

Dedekind definiu de forma precisa o que € o ato de contar no ambito dos conjuntos finitos.
Contar é emparelhar um a um os objetos de tal conjunto com os elementos do conjunto dos
nameros inteiros positivos {1,2,3,4,5,6,....}. Para ele, a razdo humana dispde da estrutura dos

nlmeros inteiros positivos para bem ordenar o mundo a sua volta.

2.2 - Contando o Infinito

Cantor afirma que os conjuntos infinitos também podem ser contados. Para medir o
“tamanho” dos conjuntos infinitos, ele adotou o mesmo principio de Dedekind: a existéncia (ou
ndo) de uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto que desejamos mensurar € 0 conjunto
dos inteiros positivos. Entretanto, como o conjunto é infinito, a ele ndo correspondera um
numero inteiro finito. Para contar conjuntos infinitos, Cantor cria a sua teoria dos numeros

ordinais transfinitos, ou seja, aqueles que estdo para alem do finito:

® Dois conjuntos A e B s&o similares se e somente se existe uma correspondéncia biunivoca entre eles. Uma fungéo é
chamada de correspondéncia biunivoca se e somente se ela for injetora (isto é, se F(a)=F(b) entdo a=b para todo a,b
€ A) e sobrejetora (isto ¢, para todo ¢ € B, c=F(a) para algum a € A)

'S’ ¢ uma parte propria de S se e somente se todo elemento pertencente a S’ pertence a S, mas S ¢é diferente de S’.
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Denomino a sequéncia 1,2,3,...,v,... a primeira classe dos nimeros inteiros reais e
a designo por (v) [...] Assim como o0 numero v é a expressao para um numero
definido de v unidades tomadas em conjunto, inicio criando um novo nimero ®
que ¢ a expressdo do fato de que a totalidade (v) foi dada inteiramente; imagino ®
como o limite dos nimeros v, e, por isso, entendo nada além de que ® ¢é o
primeiro inteiro criado apds todos os v, isto €, 0 primeiro que deverd ser

chamado maior que todos os v. (1883, pag. 875)

Ele estende o conceito de inteiros para além do finito da seguinte forma:
{1,2,3,4,5,6,...,0,...},® ; sendo ® um numero transfinito maior que todos os inteiros finitos. ® € o
namero ordinal que ndo pertence ao conjunto dos numeros inteiros positivos finitos, mas é
aquele que vem imediatamente depois de todos eles. ® situa-se absolutamente fora da série
infinita {1,2,3,4,5,6....,0,...} € é 0 sucessor imediato dela. Em outras palavras,  é o limite para o
qual tendem os numeros inteiros finitos. Por ser maior que todos eles e o sucessor imediato deles,
o serve para exprimir o conjunto dos inteiros finitos. Dessa forma, Cantor limita o infinito. Uma
colecdo infinita, por ser uma totalidade acabada, pode ser contada.

Em sintese, o tamanho de um conjunto, o que Cantor e Dedekind designam por poténcia ou
cardinalidade de um conjunto®, finito ¢ um niimero inteiro finito. Por exemplo, a cardinalidade
do conjunto {2,4,6,8,10} é 5. Pois estabelecemos uma correspondéncia biunivoca entre este

conjunto e o dos numeros inteiros positivos da seguinte forma:
2 4 6 8 10
1 2 3 4 5

A cardinalidade de um conjunto infinito € um ndmero inteiro transfinito. ® seria a poténcia

do conjunto dos numeros inteiros. O numero cardinal, em Cantor, é definido enquanto poténcia

® A Cardinalidade expressa a poténcia de um conjunto M. A notacdo utilizada por Cantor é M, apresentada pela
primeira vez em 1887, denotando que o conjunto M passa por um duplo processo de abstragdo no qual, por for¢a do
pensamento, ignoramos as qualidades individuais da cada elemento m, pertencente a M, e a possivel relacdo de
ordem entre esses elementos.
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do conjunto. Os cardinais finitos, isto é, os nimeros cardinais de conjuntos finitos sdo definidos,

na notacdo atual de conjuntos, da seguinte maneira:
Card{}=0 Card {0} =1 Card{0,1}=2 ... Card{0,1,23,..,n-1}=n.

Portanto, a cardinalidade do conjunto dos nimeros naturais tem que ser o0 numero seguinte
ao maior numero natural, que € um conjunto infinito e, por conseguinte, ndo h& maior numero.
Por isso, ele postula ® como o numero que estd para além do infinito, um inteiro transfinito,
como sendo o limite para o qual tendem os nimeros naturais. Por ser maior que todos 0s
nameros naturais e o sucessor imediato deles, m exprime a cardinalidade do conjunto dos
naturais.

E importante ressaltar que Cantor troca de simbolo para denotar o infinito. O simbolo o,
introduzido pelo matematico inglés John Wallis (1616-1703), fazia referéncia a uma quantidade
maior ou menor que qualquer quantidade dada, isto €, denotava o infinito potencial. Cantor adota
0 simbolo @ para enfatizar o conceito de infinito completo, por meio de um nimero transfinito
que exprime a cardinalidade de um conjunto infinito e que ndo pode ser entendido como uma
variavel, da maneira como era interpretado o simbolo oo, tradicionalmente associado a um
infinito potencial.

Cantor passou a comparar o tamanho dos conjuntos. Por defini¢do, dois conjuntos A e B
tém a mesma poténcia (equipotentes) ou séo equivalentes (A ~ B) se existe uma correspondéncia
biunivoca entre A e B. E A tem uma poténcia menor que B (A < B) se existe uma
correspondéncia biunivoca entre A e um subconjunto de B, mas ndo ha tal correspondéncia entre
A e B. Por exemplo, a cardinalidade do conjunto de nimeros pares € a mesma que a dos nimeros

inteiros positivos (®). Basta verificar a existéncia da seguinte relagdo: (n — 2n)

REERERRN
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Da mesma forma, o conjunto dos nimeros inteiros e o dos quadrados perfeitos tém a
mesma cardinalidade. Galileu admitiu que tal correspondéncia existisse, mas pensou ser absurdo
admitir que eles tivessem 0 mesmo tamanho.

Cantor desconfiava que existissem conjuntos infinitos de tamanhos diferentes. E tentou
provar a ndo existéncia de uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos nimeros inteiros
positivos e 0 dos numeros racionais (aqueles que podem ser escritos como fracdo, onde o
numerador e o denominador sdo nameros inteiros, sendo o denominador diferente de zero).
Intuitivamente, existem mais numeros racionais do que inteiros positivos, j& que entre dois
numeros inteiros quaisquer existem infinitos nimeros racionais. Por exemplo, entre os inteiros 0
e 1, existe uma infinidade de nimeros racionais ({1/2, 1/3, 1/4, ..., 2/3, 2/5, ...}). Entretanto,
através do chamado método da diagonalizacdo, ele demonstrou que existe uma correspondéncia
biunivoca entre os dois conjuntos. Ou seja, existem tantos racionais quanto inteiros positivos.

Cantor comegou a demonstracdo dispondo todas as fracdes numa matriz. A primeira linha
contém, por ordem crescente, todas as fracGes de denominador 1, a segunda linha todas as
fragcbes de denominador 2, e assim por diante. E mostrou que se fizer um percurso diagonal,
ignorando aquelas fragBes que representavam numeros que ja haviam aparecido anteriormente
como 1/1 = 2/2 = 3/3,..., era possivel por em correspondéncia biunivoca os nimeros racionais e

0s inteiros positivos, da seguinte forma:

1/1-2/1 3/1-4/1 5/1->. ..
V4 v4 Ve

y v /
/2 2/2 3/2 4/2 5/9
J/, A2 / y /
1/3 2/3 3/3 4/3 5/3
Y / p / y / ;‘:J/
1/4 2/4 3/4 4/4
\» v » /

1/5 2/5 3/5 4/5 5/5

5/4
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A correspondéncia é feita na ordem indicada pelas setas, sendo omitido qualquer racional
que tenha aparecido previamente, da seguinte forma:

1 2 3 4 5 6
1/1 21 1

/2 13 31 41 C

Aos conjuntos que tém a mesma poténcia dos inteiros positivos, Cantor chamou de

enumeraveis. Logo, o conjunto dos numeros racionais € enumeravel.
2.3 — Existem infinitos maiores que outros infinitos

No inicio de 1874, Cantor publica um artigo no Mathematische Annalen, com o titulo Uber
eine Eigenschaft des Inbegrieffes aller reellen algebraischen Zahlen, no qual apresenta a prova
da ndo-enumerabilidade dos nimeros reais. Isto é, ao comparar 0 conjunto dos ndmeros reais
com o dos inteiros positivos, ele provou que ndo existe uma correspondéncia biunivoca entre
eles. Existem mais numeros reais que inteiros. Logo, o primeiro conjunto tem uma poténcia
maior que o segundo (embora ambos sejam infinitos), a que ele chamou de poténcia do continuo.
A demonstracdo foi feita por contradicdo. Ou seja, Cantor supde que existe uma relagédo
biunivoca entre o0s inteiros positivos e o intervalo de nUmeros reais maiores que zero e menores
que um, incluindo zero e um - [0,1]. E chegou a uma contradigéo, o que tornou falsa a sua
hipdtese, isto é, ndo ha uma relagdo biunivoca entre os dois conjuntos. Logo, eles ndo tém o
mesmo tamanho. Para a prova, ele ndo utilizou a totalidade dos reais. Mas, apenas uma parte
prépria dos reais, o intervalo [0,1], uma vez que esse intervalo e a totalidade dos reais sdo

equinuméricos (E possivel provar facilmente que o intervalo [0,1] tem a mesma poténcia dos
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reais’, entretanto deixaremos a demonstracdo fora da discussdo). A prova, que utiliza o
argumento da diagonalizacdo de Cantor, procede da seguinte forma:
1) Assumimos que existe uma relagdo biunivoca entre o intervalo [0,1] e os

conjunto dos numeros inteiros positivos.

2) Logo, deve existir uma sequéncia M, sem necessariamente seguir a relacdo de
maior e menor que existe entre os reais, da forma (ry,ro,rs, ...), onde r; € um namero real

entre 0 e 1, tal que:
1 2 3
r P) I3

3) NoOs podemos representar todos os numeros desta sequéncia como uma

expansdo decimal infinita™.

4) Arranjamos 0s numeros reais em uma lista, correspondendo a enumeragao.
Assumimos, por exemplo, que as expansdes decimais inicias da sequéncia M
séo:

r, = 0,5105110 ...
r, =0,4132043 ...
rs = 0,8245026 ...
ry, =0,2330126 ...
rs = 0,4107246 ...
re = 0,9937838 ...
r; =0,0105135 ...

° A aplicagdo f: R — [0,1]
x — f(x) =% [(x/1+ |x|) + 1] & uma bijecdo entre R e [0,1]

19 Os ntimeros que tém um nimero finito de digitos (como, por exemplo, 0,247), a expanséo é feita acrescentando
zeros (0,2470000....). Os nameros racionais sdo representados como dizimas periddicas (0,33333...). Os nimeros
irracionais tem expansao decimal infinita, embora desconhecida. Portanto, todos os nimeros desta sequéncia podem
ser representados como uma expansdo decimal infinita.
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5) Podemos agora construir um namero real X que pertenca ao intervalo [0,1],
considerando o k-ésimo digito apds o ponto decimal da expanséo ri. Os digitos
considerados estdo em negrito, ilustrando a chamada prova diagonal.

r, =0,5105110 ... (12 casa decimal)
r, =0,4132043 ... (22 casa decimal)
r; =0,8245026 ... (32 casa decimal)
ry = 0,2330126 ... (42 casa decimal)
rs = 0,4107246 ... (5% casa decimal)
re = 0,9937838 ... (62 casa decimal)
r; =0,0105135 ... (72 casa decimal)

6) A partir desses digitos, definimos os digitos de x a seguir:
- Se 0 k-ésimo digito de r¢ é 5 entdo o k-ésimo digito de x é 4.

- Se 0 k-ésimo digito de ry ndo € 5 entdo o k-ésimo digito de x é 5.

7) Sabemos entdo que para qualquer possivel sequéncia de M, existe um

namero x que pertence ao intervalo [0,1].

Para a sequéncia acima, temos x = 0,4555554...

8) Portanto, devemos ter r, = x para algum n, uma vez que assumimos que
(r1,r2,r3, ...) estd em correspondéncia biunivoca com os inteiros positivos, e
por isso ndo ha um 0nico elemento do intervalo [0,1] que ndo esteja

associado aos inteiros positivos.

9) Entretanto, por causa da forma como definimos x no passo 6, x difere pelo
menos na n-ésima posic¢do decimal de r, de n para todo n, logo x ndo esta na

sequéncia (ry,ra,rs, ...).
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10) Logo, existe um elemento pertencente ao intervalo [0,1] que néo
corresponde a nenhum dos elementos do conjunto dos inteiros positivos. O
que € uma contradicéo, pois 0 ponto de partida era que (ry,r,rs, ...) estava
em correspondéncia biunivoca com 0 conjunto dos ndmeros inteiros

positivos.

11) Portanto, o que supomos no primeiro passo desta prova, isto €, a existéncia
da correspondéncia biunivoca entre o intervalo [0,1] e o conjunto dos

inteiros positivos, é falso.

E uma conclusio direta dessa prova que o conjunto dos nimeros reais tem uma poténcia
maior que a dos inteiros positivos, pois para qualquer bijecdo que se construa entre esses dois
conjuntos, pelo menos um numero real fica de fora. Com isso, ele demonstra que existem pelo
menos dois tamanhos de infinito: o tamanho dos conjuntos enumeraveis (isto €, aqueles que tém
a mesma poténcia do conjunto dos nimeros inteiros positivos) e o tamanho do continuo (isto &,

aqueles que tém a mesma poténcia do conjunto dos nimeros reais).

2.4 — A Hipdtese do Continuo

Cantor formulou uma hipétese, que ficou conhecida como a Hipdtese do Continuo: ndo
existe um conjunto cuja poténcia esta entre o enumeravel e o continuo. Ou Seja, o tamanho do
conjunto dos numeros reais € imediatamente superior ao tamanho do conjunto dos inteiros
positivos e designou para eles dois nimeros ordinais transfinitos sucessivos. A poténcia dos
enumeraveis ele chamou de X ¢ a poténcia do continuo, de %; . Os nimeros ordinais transfinitos
Yo e X1, que estdo associados a contagens realizadas no &mbito do infinito, sdo os dois primeiros
nimeros de uma sequéncia infinita de nimeros inteiros transfinitos: Xo X1 ¥ X3 . ¥n ..

Cantor, até os ultimos dias de sua vida, tentou provar a Hipotese do Continuo. Entretanto,
ndo obteve sucesso. Muitos matematicos também tentaram provar a sua veracidade ou a sua

falsidade. E também ndo lograram éxito.
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Hilbert, em 1925, na conferéncia “Sobre o Infinito”, afirma ser capaz de resolver a

Hipdtese do Continuo. Para ele, ndo havia problemas na matematica sem solugéo:

Essa convicgdo da solubilidade de qualquer problema matematico
representa para n6s um poderoso estimulo durante o trabalho; escutamos
em nés a voz constante: "Esse € 0 problema, procura a solucdo.” Podes
encontra-la pelo pensamento puro; pois em matematica ndo existe nenhum
ignorabimus!** (1900, p. 297)

Em 1938, Gddel mostrou que a Hipdtese do Continuo € compativel com a teoria de
conjuntos de Zermelo-Fraenkel (isto é, ndo pode ser refutada) e , em 1963, Paul Cohen mostrou
que a hipotese do continuo ndo pode ser demonstrada com os axiomas da teoria de Zermelo-
Fraenkel. Ou seja, os trabalhos de Gddel e Cohen, tomados conjuntamente, mostraram que esta
formulacdo ndo pode ser demonstrada ou refutada, levando-se em conta apenas 0s axiomas da

teoria de conjuntos.

2.5 — A teoria dos numeros transfinitos

Podemos dizer que um conjunto para Cantor € um todo de unidades reunido por meio de
uma lei. Essa lei € a possibilidade de atribuir um namero ordinal ao conjunto, que resulta de uma
contagem efetuada com todos os elementos desse conjunto. Se o agregado for finito, a contagem
leva a um ndmero inteiro finito, do contrario leva a um nudmero inteiro transfinito. E assim
podemos conceber o infinito como um todo, ou seja, considera-lo na sua totalidade. Entretanto, a
teoria de Cantor carecia de explicacdes no que diz respeito a natureza desses numeros. Era
necessario fundamenta-los. Em uma das cartas de Dedekind a Cantor, o primeiro faz referéncia a
essa necessidade de fundamentacdo. Em Grundlagem (1883), o quinto artigo de uma série de seis
que Cantor publicou sobre dominios infinitos de pontos lineares, ele procurou determinar a
natureza desses novos numeros. Este artigo foi publicado separadamente dos outros pela

singularidade do seu contetdo (isto é, mais metafisico que matematico). No prefacio da obra, ele

1 Conferéncia intitulada “Problemas Matematicos”, proferida no Congresso Internacional de Matematicos em Paris,
no ano de 1900. Quando Hilbert apresentou uma lista de 23 problemas matematicos ainda sem solugdo. O primeiro
problema da lista era a hipdtese do Continuo.
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deixa claro a que tipo de leitor ela se destinava, e consequentemente, que tipo de tratamento ele

havia dado:

Dado que entreguei estas paginas a apreciacdo publica, que fique claro que
eu as escrevi tendo em vista dois tipos de leitor — para filésofos que estdo a par
dos mais recentes desenvolvimentos na matematica, e para matematicos que
estejam familiarizados com os mais importantes resultados tanto da antiga, quanto
da moderna filosofia. (Cantor, 1883, p. 881)

E nesta obra que Cantor fundamenta a teoria dos numeros transfinitos, nicleo de sua
doutrina. Cantor mostra que os numeros inteiros finitos e 0s nimeros transfinitos sdo formados
pelo mesmo principio. S&o trés os principios de geracdo dos nimeros inteiros. E tais principios
determinam uma sequéncia de nimeros que apresentam divisdes naturais denominadas classes
de nameros.

O primeiro principio de geracdo € o da adicdo de unidades a um numero ja formado e
existente e, também conhecido como lei da sucessdo natural. Este principio d& origem a 12
classe de nimeros, que ¢ a dos numeros inteiros finitos {1,2,3,4,5,...,u,...}.

No segundo principio, que ele chama de principio de formagdo, Cantor introduz o, o
primeiro nimero transfinito. Em suas palavras, “denomino a transicdo de uma sequéncia
crescente de inteiros que ndo tem maior nimero ao numero que € maior que todos eles de
segundo principio de geracdo” (1883, P. 907). ® ¢ o limite para o qual tendem 0s numeros
inteiros finitos. Por ser maior que todos eles e o sucessor imediato deles, ® serve para exprimir o
conjunto dos inteiros finitos.

Ao aplicar novamente o primeiro principio em ®, obtém-se a segunda classe de nimeros:
0, o+1, ot+2, ..., otv, ... 20, 20 + 1, ..., ®*, ... Na passagem abaixo ele afirma que o primeiro
principio é aplicado tanto para gerar os nimeros da primeira classe {1,2,3...}, quanto os de

segunda classe { ®, o+1, ®+2,...}:

Se aplico novamente a adi¢do de uma unidade a ®, entdo obtenho o numero

o+1, que expressa que o primeiro ® esta incluido em uma totalidade completa, o
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que me leva a um novo numero. Denomino a transi¢ao de um niimero v ou ® ao

imediatamente seguinte de primeiro principio de geracdo. (1883, P. 907)

Sendo assim, Cantor afirma que os nimeros da segunda classe tém a mesma natureza dos
numeros da primeira classe, uma vez que sdo gerados pelo mesmo principio.

Entretanto, somente com o primeiro e o segundo principios de geracdo, ndo ha como
chegar a um limite desta classe, isto €, um nimero inteiro que seja maior que todos os elementos
da 22 classe e o sucessor imediato deles. Para transpor a 22 classe, aplicamos o 3° principio, que
Cantor denomina principio de limitacdo. Como os inteiros infinitos sdo ilimitados, € possivel, de
acordo com ele, postular um inteiro ®; maior que qualquer inteiro da 22 classe, com o qual se
iniciam os inteiros infinitos da 3? classe. E esses inteiros sdo inacessiveis aos inteiros da 22 classe
por meio da passagem ao limite de uma sequéncia infinita e enumeravel de inteiros infinitos da
segunda classe. Ou seja, ®;1 tem que estar associado a totalidade de todas as sequéncias infinitas e
enumeraveis possiveis no ambito dos nimeros da 22 classe. Por meio deste procedimento, novas
classes de numeros sdo introduzidas.

Desta forma, a totalidade dos inteiros (isto €, finitos e transfinitos, pois ele estende o
conceito de inteiros para além do finito) se subdivide em classes de nimeros sucessivas. Pela
notacdo atual, poderiamos representar os nimeros inteiros, finitos e transfinitos, pela unido dos

intervalos das infinitas classes de nimeros da seguinte forma:

[1,0] U [, 01 U [0, w2 U [, o3[ U [03, 4] U ...

(O Colchete é sempre fechado no limite inferior do intervalo, pois este nimero pertence ao
intervalo. Enquanto que, no limite superior, o colchete é sempre aberto, pois o limite superior
ndo pertence ao intervalo).

Cada classe é composta por niimeros ordinais*?. A partir da 22 classe, 0 nimero que limita

inferiormente cada intervalo serve para exprimir a totalidade da classe anterior, dada a sua ordem

2 E importante ressaltar que Cantor introduziu o infinito dos nimeros cardinais e o infinito dos nimeros ordinais,
que ndo trataremos aqui. Os nimeros infinitos cardinais representam o tamanho dos conjuntos, sem levar em conta a
possivel existéncia de uma ordenacgdo entre seus elementos. Os nimeros infinitos ordinais servem para assinalar o
tamanho dos conjuntos em termos de sua posi¢do em uma sequéncia, isto é, quando seus elementos sdo ordenados a
partir de uma boa ordem.
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de sucessdo natural. Dessa forma, Cantor afirma que as classes [1, o[, [®, ®1[, [®1, ©2], ... ttm a
mesma natureza, uma vez sdo formadas pelo mesmo principio.

Cantor associa a cada classe uma poténcia: aos conjuntos que tém uma correspondéncia
biunivoca com a primeira classe de nimeros concede-se a menor poténcia do sistema infinito de
poténcias (Xg). A poténcia da segunda classe de nimeros difere da poténcia da 12 classe e
também ¢ a poténcia imediatamente superior (X;). De maneira analoga, a 32 classe corresponde a
X, € assim sucessivamente. Ou seja, existem conjuntos infinitos de infinitos tamanhos diferentes.

Os nameros ordinais transfinitos nada mais sdo do que uma extensdo dos nameros finitos e,
assim como eles, se destinam a contar. Ou seja, 0 transfinito é o dominio dos nimeros que se
prestam a contar e comparar o infinito, enquanto que os inteiros finitos se prestam a contar e
comparar as colegdes finitas. Os numeros transfinitos estdo associados com totalidades infinitas
absolutamente completas e atuais. Ou seja, a nog¢ao de cardinalidade permite conceber o infinito
como um todo, pois considera 0 conjunto em sua totalidade. Por isso, Cantor afirma que o
infinito é um objeto acabado e atual.

Dessa forma, Cantor rompe com a tradicdo filosofica aristotélica, que admite o infinito
apenas de forma potencial. Na primeira secdo de Grundlagen, ele faz a distingéo entre os dois
conceitos de infinito: infinito potencial ou improprio e infinito atual ou préprio. Para ele, o
primeiro € uma grandeza variavel finita que pode ser tdo grande quanto se queira. Ou seja,
quando tratamos do infinito potencial, na verdade, ndo saimos do dominio do finito. Enquanto
que o segundo é uma quantidade fixa, constante, para além de todas as quantidades finitas. Isto &,
um todo bem determinado. Dessa forma, o infinito impréprio € um processo e o infinito proprio é
ele mesmo um ndmero (Xo, X1, ¥, ..., E deixa claro que é sobre o infinito atual que toda a sua
teoria € desenvolvida.

Cantor incorporou o infinito atual como um legitimo objeto da matematica. Gragas a sua
teoria, o infinito pdde ser estudado e matematizado. E o paradoxo de Galileu foi solucionado.
Pois o que fora tratado como paradoxal por tanto tempo, na teoria Cantoriana de conjuntos, é a

caracteristica universal de conjuntos infinitos.

Ao tratarmos de nimeros inteiros finitos positivos, o nimero ordinal e o cardinal sdo o mesmo. Por exemplo, o
ordinal 5 é o cardinal 5. No caso dos nimeros inteiros transfinitos, ha muitos ordinais com a mesma cardinalidade,
por exemplo, ®, o+1, ®+2, ...., o+v, ... 20, 20 + 1. A aplicagdo do axioma da escolha — todo conjunto é bem
ordenavel - a teoria Cantoriana de conjuntos resulta na definicdo de nimero cardinal infinito como o menor ordinal
de uma classe constituida por todos os ordinais equipotentes a um ordinal ou a um conjunto dado.
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O contexto historico em que se da o desenvolvimento dessa teoria é o de tentativas de
fundamentacdo da matematica. Muitos tedricos buscavam essa fundamentacdo na teoria de
conjuntos. Entretanto, em 1902, um paradoxo descoberto por Russell — o paradoxo do conjunto
de todos os conjuntos que ndo sdo membros de si préprios — levou ao questionamento da
legitimidade da utilizacdo da teoria dos conjuntos como fundamento da matematica.

O paradoxo diz o seguinte: Considere o conjunto de todos os conjuntos que ndo sdo
elementos de si mesmos. Este conjunto é elemento de si proprio? Para entendé-lo, primeiro
vamos lembrar que um conjunto pode ser elemento de outro conjunto, como por exemplo, o
conjunto das partes. Sabemos ainda que um conjunto pode ser inclusive elemento de si proprio,
como, por exemplo, o conjunto dos conceitos abstratos, que € em si um conceito abstrato, logo é
um conjunto que deve pertencer a si mesmo. Por outro lado, existem conjuntos que nao
pertencem a si mesmos, como o conjunto de todos os homens que ndo é um homem, portanto
ndo deve pertencer a si mesmo. Formemos assim o conjunto A de todos 0s conjuntos que nao
pertencem a si mesmos. Pelo principio do terceiro excluido, ou A pertence ou ndo pertence a si
mesmo. Assim, temos:

* Se A € A, entdo pertence a si mesmo ¢, como tal, ndo pode ser elemento do conjunto
A, gque sO contém conjuntos que ndo pertencem a si mesmos. Contradicéo!
*Se A ¢ A, ou seja, ndo pertence a si mesmo, entdo ele é elemento de A, conjunto de

todos 0s que ndo pertencem a si mesmos. Contradicao!

David Hilbert, um dos mais notaveis matematicos da época, tinha uma enorme simpatia
pelos ndmeros transfinitos de Cantor. Ele pretendia resolver essa crise fundacional da

matematica sem perder, o que ele considerava, grandes conguistas da mesma:

O objetivo de encontrar uma fundagéo segura para a matematica ¢ também o meu.
Eu gostaria de reaver para a matematica a velha reputacdo de verdade
incontestavel, que parece ter perdido em consequéncia dos paradoxos da teoria de
conjuntos; mas creio que isso pode ser realizado sem perder, entretanto, nenhuma

das grandes realizagdes. (1922, pag. 1119)
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Na secdo seguinte, passamos a analisar a forma como David Hilbert'® pretendia salvar a
teoria de conjuntos Cantoriana, mais especificamente o nicleo dessa teoria — 0s numeros
transfinitos, atraves da sua restricdo a raciocinios finitarios. O que segundo ele, permitiria uma

fundamentacdo da matemaética livre dos paradoxos.

3 Fotografia em anexo 2.
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3. HILBERT E A JUSTIFICACAO FINITISTA DO INFINITO ATUAL

Em uma conferéncia intitulada “Sobre o Infinito”, proferida em 1925, no congresso da
Sociedade Matematica de Westfalia, em homenagem a Karl Weierstrass, Hilbert lanca as bases
de sua teoria que se desdobraria em um programa, que hoje conhecemos por “Programa de
Hilbert”. Tal teoria seria capaz de substituir os métodos dedutivos baseados no infinito por
procedimentos finitos que produzissem exatamente os mesmos resultados matematicos. Desse
modo, se evitariam os paradoxos relativos a existéncia e a utilizacdo do infinito na teoria de

conjuntos, na analise e em outras areas do conhecimento.

Do mesmo modo em que operagfes com o infinitamente pequeno foram
substituidas por operacdes com o finito, que apresentam exatamente 0s mesmos
resultados e as mesmas elegantes relagdes formais, os métodos dedutivos
baseados no infinito devem ser substituidos por procedimentos finitos que
produzam exatamente os mesmos resultados, isto é, que tornem possiveis as
mesmas cadeias de provas e 0s mesmos meétodos de obtencdo de formulas e
teoremas. (1925, p. 370)

Apesar dos esforgos de Weierstrass em eliminar o infinitamente pequeno e o infinitamente
grande em analise, substituindo-os por relaces entre grandezas finitas, o infinito ainda estava
mal definido. Como é o caso da definicdo de nimeros reais, onde eram mencionadas as séries
numeéricas infinitas, que eram concebidas como uma totalidade completa e dada de imediato.
Dessa forma, se fazia necessario uma definicdo do conceito de infinito de forma mais precisa,

elucidando a sua natureza e justificando a sua utilizacdo enquanto objeto matematico.

3.1 - Como Hilbert justifica a utilizacdo do Infinito Atual na
Matematica:

Para utilizar o conceito de infinito na matematica, era necessario elucidar a natureza do
infinito. Para Hilbert, o verdadeiro infinito matematico é o infinito atual desenvolvido

sistematicamente por Cantor. Em contraposi¢do ao conceito de infinito enquanto conceito-limite,
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desenvolvido por Weierstrass, que era o conceito de infinito potencial, o qual ele afirmava nédo

ser a natureza do infinito. Na passagem abaixo, ele deixa isso claro:

Alguém que desejasse caracterizar brevemente a nova concepcao do infinito que
Cantor introduziu, poderia afirmar que em analise lidamos com o infinitamente
grande e o infinitamente pequeno somente como conceitos-limite, como algo a
acontecer ou vir a ser, isto é, como infinito potencial. Mas este ndo é o
verdadeiro infinito. Encontramos o verdadeiro  infinito  somente  quando
consideramos a totalidade dos nimeros 1,2,3,4,... como uma unidade completa,
ou quando tomamos 0s pontos de um intervalo como uma totalidade que existe,
de uma soO vez. Este tipo de infinito € conhecido como infinito atual. (1925,
pag. 373)

Enquanto na analise o infinito aparece no conceito de limite, como o infinitamente grande
ou o infinitamente pequeno a partir da concepgéo de infinito potencial, encontramos na teoria de
conjuntos uma atualizacdo do conceito de infinito. Para Hilbert, o verdadeiro infinito é aquele
gue aparece como uma colecdo inteiramente dada, completada, atualizada.

Ele afirma que ndo ha razbes, a partir das teorias fisicas do universo, para acreditar na
existéncia do infinitamente grande, do infinitamente pequeno, ou mesmo de qualquer coisa no
mundo que corresponda a uma colecdo infinita. A ciéncia moderna provou que mateéria,
eletricidade e energia nao sdo infinitamente divisiveis e que a infinita divisibilidade do continuo
€ uma operacado gue existe apenas em pensamento. Na astronomia, a tese mais aceita do universo
era (e ainda €) que o espaco é finito e ilimitado. Pois, na tentativa de provar que o0 espaco era
infinito, foram cometidos erros grosseiros. Do fato de que além de uma certa porcao de espaco
existe sempre mais espaco, segue somente que o espaco € ilimitado, mas ndo que seja infinito.
Ou seja, ilimitado e finito sdo conceitos que ndo se excluem. A geometria eliptica ofereceu um
universo finito como modelo natural. Einstein havia mostrado que um universo finito é possivel
e que todos os resultados da astronomia eram compativeis com a hipdtese de um universo
eliptico.

Em suas palavras,
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Nosso resultado geral € que o infinito ndo se encontra em lugar algum na
realidade. N&o existe na natureza e nem oferece uma base legitima para o
pensamento racional. (...) O papel que resta ao infinito & somente o de uma ideia —
se entendemos por uma ideia, na terminologia de Kant, um conceito da razdo que
transcende toda experiéncia e que completa o concreto como uma totalidade —
uma ideia em que podemos confiar sem hesitar gracas ao quadro conceitual

erigido por nossa teoria. (1925, pag.392)

Entretanto, para Hilbert, o fato de ndo existir alguma coisa ho mundo que corresponda a
colecdes infinitas, ndo implica que a sua utilizacdo na matematica ndo esteja justificada. A

introducdo de um conceito em uma teoria € justificada se:

Q) Pudermos provar a consisténcia da teoria. Isto é, se pudermos demonstrar,
por meio de regras de inferéncias, que dos axiomas ndo se pode derivar
uma contradicao;

(i) Produzir uma teoria fecunda.

O fato de ndo existir (na realidade) ndo € condicdo para a ndo introducdo de um
determinado conceito na matematica. Isto é, ndo é pelo fato de ndo existirem ndmeros
imaginarios, que ndo est4 justificada a teoria dos nimeros complexos. Além da consisténcia da
teoria, a condigdo para utilizar o conceito de niimeros imaginarios (i=\-1) é a fecundidade. A
aplicabilidade dos numeros complexos é vasta. Na matematica, por exemplo, 0s numeros
imaginarios garantem a determinacdo das raizes das equacdes do 2° grau que possuem O
discriminante (delta) negativo e permitem a representacéo e as operacdes de vetores no plano. Os
nimeros complexos também sdo muito Uteis na aerodindmica. A teoria das funcBes complexas
permitiu calcular a forga de levantamento responsavel pela sustentacdo do véo de um avido, o
que permitiu um rapido progresso aeronautico. Dessa forma, o fato de numeros imaginarios néo
serem empiricos ndo pode ser determinante para a ndo introdugdo desse conceito na teoria. Da
mesma forma, a introducéo do conceito de infinito na matematica esté justificada somente se, tal

conceito ndo produz contradi¢es dentro da teoria e se a introdugdo do mesmo for fecunda. E
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obviamente ela é fecunda, dada a enorme riqueza de resultados obtida em diversos ramos da
matematica, tais como analise, topologia, geometria projetiva, etc.

Sendo assim, para Hilbert, a existéncia dos objetos matemaéticos é determinada por um
critério puramente formal. Isto é, um objeto matemético sé existe se ele ndo provocar
contradi¢do quando inserido em uma determinada teoria. Nesse sentido, essa teoria matematica é
valida se for consistente.

A solugdo proposta por Hilbert independe da realidade ontologica que se atribua ao
infinito, uma vez que as teorias matematicas que supdem um infinito atual sdo representadas por
sistemas formais. Nesse sistema, uma proposicao é considerada verdadeira ou falsa em funcao da
sua forma e ndo do seu conteddo. Como ndo existem cole¢Bes infinitas no mundo, basta
representar as proposicdes que lhes fazem referéncia por férmulas vazias de sentido e
encadeadas por regras explicitas. Essas proposicOes que fazem referéncias ao infinito, destituidas
de qualquer significado empirico, sdo as “proposicdes ideais” de sua teoria, pois se referem a
“elementos ideais”. A proposta de Hilbert retira a questdo do ambito seméantico e a coloca no
ambito sintatico.

Segundo Hilbert, “podemos conceber a matematica como uma colecdo de formulas de
duas espécies: primeiramente aquelas as quais correspondem as comunicacfes de assercoes
finitArias com sentido e, em segundo lugar, outras formulas sem significado e que sdo a
estrutura ideal de nossa teoria” (1925, pag. 380). Os elementos ideais de sua teoria dariam conta
da introducdo de objetos ndo empiricos, tais como o infinito e 0os nimeros imaginarios, como
objetos matematicos. Contudo, para legitimar a utilizacdo de tais objetos pela matematica, é
necessario mostrar que esse conjunto de formulas é consistente. Isto €, temos que demonstrar que
0 conjunto formado pelas assercdes ideais, que fazem referéncias ao infinito como totalidade
atual, e pelas assercdes finitistas, que fazem referéncia a elementos presentes na experiéncia, é
um conjunto consistente. Ou seja, que dele ndo podemos derivar contradicoes.

Na secdo seguinte, vamos mostrar a restricdo que Hilbert faz a raciocinios finitarios em
seu programa. Segundo ele, “0 direito de operar com o infinito s6 pode ser assegurado através
do finito” (1925, pag.392). Podemos caracterizar o raciocinio finitista pelo fato de os seus
objetos serem concretos e ndo apenas hipoteticamente postulados. E, também porque a
legitimidade dos processos de célculo ou defini¢do so se d& quando se garante que 0S mesmos

terminem em um processo finito de passos.

41



3.2 - O Finitismo:

Segundo Hilbert, “é possivel, de uma maneira puramente intuitiva e finitaria — do mesmo
modo como obtemos as proposicdes verdadeiras da teoria dos nUmeros — conseguir as intuicdes
que garantam a confiabilidade do aparato matemdtico” (1925, pdg. 377). Para ele, a
matematica ndo pode ser fundamentada somente na légica, como pretendiam Frege e Dedekind.
Nesse ponto, ele concorda com Kant: a matematica ndo deve depender apenas da logica. Existem

pressupostos fundamentais para a matematica que nao sdo de natureza légica:

Ao reconhecer que existam tais pré-requisitos, que devem ser levados em conta,
encontramo-nos em pleno acordo com os filésofos, notadamente com Kant. Ja
Kant havia ensinado e isso é parte integral de sua doutrina, que a matematica trata
de um tema independente da l6gica, portanto a matematica ndo pode e nem
poderd nunca ser fundamentada somente na l6gica. (1925, p. 376)

As deducdes e as operacgdes logicas devem considerar objetos concretos, de natureza nao
I6gica, que seriam dados a intuicdo através da experiéncia imediata. Ou seja, a intuicdo seria
capaz de fornecer os objetos para o0 entendimento. Tais objetos sdo dados da experiéncia
imediata do sujeito com o mundo e estariam fora do escopo de qualquer fundamentacdo ldgica,
uma vez que eles constituiriam a matéria prima de todo o pensar, incluindo o pensar matematico
e 0 pensar légico.

Na matematica, esses objetos aparecem como simbolos imediatamente claros e auto-
evidentes. Na teoria finitdria dos nudmeros, tais objetos consistem nos proprios simbolos
concretos, cuja estrutura é imediatamente clara e reconhecivel: |, ||, |||, | ||| ... Apreendemos
tais objetos concretos pela intuicdo, essa percepcdo é dada de forma imediata, isto €, ndo é
mediada por conceitos, definicdes e nem por qualquer tipo de raciocinio. Eles ndo possuem um
aspecto semantico, mas sintatico. Ou seja, esses objetos, a0 mesmo tempo que exibem o
elemento intuitivo, também tém a propriedade de ser simbolos para um sistema formal, pois sdo
esvaziados de sentido.

Junto a esses simbolos, temos outros que possuem significado e que facilitam a

manipulacdo e a comunicagdo dos elementos basicos. Por exemplo, o simbolo 3 é usado como
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uma abreviagdo para o simbolo | ||, o simbolo 4 como uma abreviacdo para o simbolo | | | |.
Portanto, o simbolo concreto | | | € facilmente reconhecivel pela intuicdo imediata, enquanto que
o0 simbolo 3 néo, pois esse é uma abreviagdo do simbolo concreto.

Temos ainda simbolos como +, = e > que séo utilizados para comunicar proposic¢des. Por
exemplo, ao afirmar que 2+3 = 3+2 - 0 que Hilbert chama de assercdo real ou finista, pois se
refere a objetos concretos - pretendemos comunicar que 2+3 e 3+2, levando em conta as
abreviacOes, sdo 0 mesmo simbolo, a saber, o simbolo numérico | | | | |. Ao afirmar que 3 > 2,
pretendemos comunicar que o simbolo | | | € mais longo que | |. Isto é, que | | € uma parte prdpria
de | | |. A utilizacdo de letras como variaveis também é admitida. Isto é, afirmar que a+b=b+a é
comunicar que essa igualdade se verifica sempre que as variaveis forem substituidas por
numerais.

Dito isso, Hilbert pode dar o primeiro exemplo para ilustrar a abrangéncia de seu método

finitario de deducédo. Para isso, apresenta 0 maior nUmero primo conhecido a sua época:

p =170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727

Pelo método de Euclides, sabemos que entre p + 1 e p! + 1 se obtém, pelo menos, um novo
namero primo maior que p. Se dissermos, entdo, que entre p + 1 e p! + 1 existe pelo menos um
novo ndmero primo, ndo estamos fazendo nada mais que afirmarque oup + 1, 0up + 2, 0u p +
3, ..., oup!+1¢éum novo nimero primo maior que p. O existencial na afirmacdo acima néo é
empregado de maneira ilegitima, ja que ndo se projeta sobre um campo infinito e indeterminado.
Esse existencial apenas abrevia o processo de fatoracdo de p. O novo numero primo p + Kk sera
algum namero entre p e p! + 1. De modo que o teorema Euclidiano,

(1) p<p+tk<p!+1
expresso dessa forma, se adapta perfeitamente a ideia de uma matematica e de um método de
deducdes finitarios. Enquanto que a afirmacéo parcial desse teorema,
(20 p<ptk
ndo condiz com a proposta finitaria de Hilbert.
Embora a afirmacdo (2) expresse uma ideia mais geral que (1), a primeira proposicao é
mais forte que a segunda. Pois (1) possui um conteudo mais delimitado e, portanto, mais

significativo que (2). De acordo com a proposta de uma matematica finitaria, devemos optar
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pelas proposi¢cdes com um conteudo claramente determinado, ao invés de optar por aquelas onde
iSS0 n&o ocorre.

O raciocinio que conduz de (1) a (2) envolve, segundo Hilbert, um passo transfinito. Tal
passo pode conduzir a proposi¢des nao significativas se esquecermos, por exemplo, que s
podemos obter (2) como generalizacdo de (1). Isto €, de um ponto de vista finitarista, (2) nao
pode ser considerada uma proposicao auto-evidente, ou independente de (1).

Segundo a concepcdo finitaria, uma proposicao so é significativa quando ela é elemento de

um universo significativo, ou seja, determinado.

De nossa posi¢ao finitdria, uma proposi¢ao existencial da forma “existe um
nimero com uma certa propriedade” em geral s6 tem significado como uma
proposicao parcial, isto €, como parte de uma proposicdo melhor determinada.
(1925, p. 378)

Uma proposicao so pode ser considerada significativa quando fizer parte de uma colegdo
previamente especificada de proposicoes significativas. Essa tal cole¢do s6 € possivel quando
nos atemos aqueles objetos concretos, extra-l6gicos, que fundamentam o pensamento. Isto €,
guando nos mantemos dentro dos limites do finito e aceitamos verdades auto-evidentes como a
proposicdo: (A)a+1=1+a.

Se uma proposicdo qualquer ndo puder ser colocada na forma de uma disjuncdo finita,
entdo estamos diante do infinito. E, do mesmo modo, um passo transfinito é dado quando
negamos uma proposicdo geral valida, como a proposicdo (A).

E importante ressaltar que, dessa perspectiva finitaria, as leis aristotélicas como o V ~a,
por exemplo, perdem sua validade como na instanciagdo (A) V ~(A). Pois, tal afirmagdo tem a
possibilidade da proposicéo (A) ser falsa, 0 que ndo se sustenta, ja que (A) é sempre verdadeira.
Ou seja, sob a perspectiva finitéria, as leis aristotélicas ndo valem. Pois, elas sdo universais e
estendem-se naturalmente para além de conjuntos parciais.

Hilbert se vé diante da delicada situacdo de rever a universalidade das leis aristotélicas. E,
de fato, ndo é sua intengdo abandona-las. Para ele, essas leis representam uma conquista
permanente para a matematica e para o pensamento em geral. E aqui, entdo, que ele vai recorrer

ao metodo dos elementos ideais, para resgatar a abrangéncia das leis aristotélicas. Tal método
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consiste em: introduzir alguns elementos que possuem o poder de generalizar aquelas
proposicdes numéricas gerais sempre validas para valores arbitrariamente determinados.

Trata-se de um novo processo de abstracdo, em que deixamos de lado o campo dos valores
numericos e suas representacdes para ceder lugar a elementos idealizados ndo significativos, que
ganhardo significado quando interpretados em certos contextos (que podem ser puramente
I6gicos ou puramente matematicos). Dessa maneira, as leis aristotélicas sdo preservadas no
projeto finitarista. Com a insercdo dos elementos ideais, ndo tratamos mais de valores numéricos
gerais ou arbitrarios. Tratamos de simbolos puramente formais que expressam estruturas gerais
que independem da intui¢do, como por exemplo, as leis de Aristoteles.

Dessa forma, podemos expressar uma proposicao, em base finitaria, sem comprometer, por
exemplo, a lei do terceiro excluido. Tal proposicéo recebe o nome de assercdo ideal. Ela ndo
existe por si mesma e ndo é por si so significativa. Ou seja, a assercdo ideal ndo é representante
de nenhum aspecto da natureza. E esse distanciamento da intuicdo que permite aos elementos
ideais preservar as leis aristotélicas no corpo da proposta finitarista.

A assercdo ideal “a + b = b + a” ndo possui um significado imediatamente dado por uma
intuicdo. Apenas mostra a relagdo aceita entre os elementos inseridos nela. Essa formula apenas
enuncia uma estrutura a ser observada, sem qualquer referéncia ao seu possivel contetido. Ao se
substituir os elementos ideais a e b pelos simbolos 1,2,3,4,...,a,b,..., obtemos proposi¢des
finitarias significativas, taiscomo: 2+3=3+2e5+ 7 =7 + 5. E esse ato de substitui¢cdo é um
procedimento de prova, ainda que muito simples.

Os operadores logicos (V, A, —, ~) devem ser revistos para se adequarem a teoria finitéria.
Como se trata de proposicdes ndo significativas, os operadores l6gicos cumprem um papel
diferente daquele que assumem em proposic¢des significativas. Logo, juntamente com os demais
simbolos matematicos, sdo adicionados os operadores 16gicos ideais: V, A, —, ~. E juntamente
com as variaveis a,b,c,..., das equagdes numeéricas e das férmulas gerais validas, sdo introduzidas
as variaveis proposicionais A, B, C, ..., Z. Tanto os simbolos logicos simples (varidveis
proposicionais e operadores), quanto os complexos (férmulas bem formadas), sdo destituidos de
qualquer significado imediatamente dado nas assercdes ideais.

Para Hilbert, essa é uma forma segura de construir argumentos e produzir inferéncias de
maneira mais geral que as equacdes matematicas restritas as proposicoes significativas. Esse

novo paradigma de argumentagdo ndo acrescenta nenhum novo elemento significativo ao
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conhecimento matematico. Ou seja, ndo cria nenhum objeto, nem inventa uma nova intui¢do. O
que ele faz é garantir determinada estrutura universalmente véalida, garantida pelas regras gerais
do pensamento. Nessa estrutura algumas proposi¢des cumprem o papel de axiomas e outras, 0
papel de teoremas, que sdo as proposicdes derivadas de axiomas por meio de regras
determinadas.

Notamos a importancia que a intuicdo tem na teoria de Hilbert. Entretanto, ele ndo se
restringe a intuicdo e afirma que tal restricdo significaria desmembrar e mutilar nossa ciéncia,
correndo o risco de perder alguns dos nossos tesouros mais valiosos, tais como o conceito geral

de numero irracional, de funcdo e os numeros transfinitos de Cantor. E afirma:

Lembremo-nos de que somos matematicos e de que, como matematicos, muitas
vezes nos encontramos em situacdes dificeis, das quais fomos salvos pelo método

engenhoso  dos elementos ideais. (1925, pag.379)

Obtemos assercGes ideais quando continuamos de maneira Obvia e natural o
desenvolvimento que a teoria dos fundamentos da matematica ja tracou. Como o que Cantor fez
ao desenvolver a teoria dos nimeros transfinitos, mostrando que os numeros inteiros finitos e o0s
numeros inteiros transfinitos sdo formados pelo mesmo principio. Em suas palavras, “obtemos os
nameros transfinitos simplesmente estendendo o processo de contagem além da enumeracéo
ordinéria, isto €, através de uma continuacdo natural e unicamente determinada da contagem
usual finita. Da mesma forma como, até agora, temos contado somente o primeiro, segundo,
terceiro,.... elemento de um conjunto, contamos também o w —ésimo, (w+1)-ésimo, @ “ —€simo
elemento” (1925, péag. 375).

Hilbert concebe a matematica como um conjunto de asserces finitarias e assercdes ideais.
Entretanto, as operacgdes e deducges Idgicas s6 produzem resultados confiaveis quando aplicados

a primeira:
(...) alguma vez a inferéncia légica contentual nos decepcionou ou abandonou quando

a aplicamos a objetos reais ou eventos? N&o, a inferéncia logica contentual é

indispensavel e ela somente nos decepcionou quando aceitamos no¢des arbitrarias, em
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particular aquelas sob as quais um ndmero infinito de objetos esta subsumido. (1925,
pag. 376)

Para ele, se provamos que um conjunto de assercoes finitarias € consistente (isto €, que ndo
ha contradicBes) e incluimos assercOes ideais que também ndo produzem contradicdo, entdo o
sistema € consistente e “O que ja vivenciamos por duas vezes, uma vez com 0s paradoxos do
célculo infinitesimal, e outra vez com os paradoxos da teoria dos conjuntos, ndo ocorrera uma
terceira vez, nem nunca mais”. (1925, p. 383)

Na conferéncia Sobre o Infinito, Hilbert vai muito além de uma defesa do infinito atual de
Cantor e de sua matematica transfinita. Ele lanca as bases de seu programa, que pretende
fundamentar a matematica, isto é, estabelecer de uma vez por todas a confiabilidade definitiva
dos métodos matematicos. (1925, p. 370)

O método proposto por Hilbert para a fundamentacdo da matematica é o axiomatico. Isto é,
0s axiomas sdo o0s primeiros elementos estipulados na teoria, que sdo aceitos sem a necessidade
de demonstracdo. Com base nos axiomas, 0s teoremas e suas demonstrac6es sao desenvolvidos.
Cada axioma deve ser independente dos demais e o corpo dos axiomas deve ser capaz de gerar
toda matematica existente, sem contradi¢des. Entretanto, Hilbert rompe com a tradicdo, que fazia
uso do paradigma do método axiomatico desenvolvido por Euclides para a fundamentacdo da
geometria, 0 método axiomatico no sentido do conteddo. E elabora o método axiomatico no
sentido da forma.

O método axiomatico no sentido do contetido, segundo Hilbert e Bernays**, é quando, “em
relacdo a um corpo de doutrina estabelecida, se tenta idealizar os conceitos nela contidos e
individualizar um pequeno nimero de proposi¢fes das quais todo corpo da doutrina pode ser
logicamente derivado” (Lourenco, 2004, pag. 18).

De maneira diferente, 0 método axiomatico no sentido da forma “é a construcdo de uma
teoria abstrata, desligada de qualquer corpo conhecido de doutrina, propondo conceitos
primitivos e proposic¢des arbitrarias, ndo dependendo de qualquer referéncia a um sentido para
as expressdes que a representam” (Lourengo, 2004, pag. 18). Isto €, uma teoria sintatica,

esvaziada de sentido, em um primeiro momento. Num segundo momento, € necessario

Y Discipulo de Hilbert.
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especificar uma interpretacdo na qual todos os axiomas resultem em proposi¢6es verdadeiras, ou
seja, € necessario encontrar um modelo para tal teoria.

A justificacdo dos elementos ideais em sua teoria se d&, se conseguimos demonstrar que 0
dominio dos enunciados matematicos (proposicOes finitarias + proposicdes ideais) € uma
extensdo conservativa do dominio das proposicGes finitarias. Isto €, se pelo método da
axiomatizacdo formal, demonstramos que do conjunto de proposic¢des finitarias ndo se podem
derivar contradi¢gdes, ao incluirmos as proposi¢cdes ideais também ndo iremos derivar
contradigdes. O método proposto por Hilbert é o Unico capaz de introduzir os elementos ideais de
sua teoria, mantendo o rigor que ele almeja. A axiomatizacdo formal acomoda perfeitamente as
proposicdes ideais, uma vez que as trata no seu aspecto sintatico. Isto €, como uma sequéncia de
simbolos, esvaziada de semantica, que as formaliza numa determinada linguagem formal. Eis o

sentido finitista que as proposi¢des ideais devem possuir segundo Hilbert.

48



CONSIDERACOES FINAIS:

Ao examinarmos o manifesto do Programa de Hilbert, proferido em sua conferéncia
intitulada “Sobre o infinito”, verificamos que sua teoria estritamente finitista além de ser
perfeitamente conciliavel com a nocdo de infinito atual desenvolvida e matematizada por Georg
Cantor, ainda justifica a introducéo do infinito atual como objeto matematico.

No que diz respeito ao aspecto ontolégico do infinito, a teoria de Hilbert ndo necessita de
sua existéncia real e concreta. A ciéncia da época ja dizia que ndo se encontrava o infinito em
nenhuma parte da natureza, nem no infinitamente pequeno, nem no infinitamente grande.
Entretanto, para Hilbert, a existéncia do infinito - enquanto objeto matematico - é determinada
por duas condicdes: se ele ndo gera contradi¢es no sistema em que for inserido e se ele produz
uma teoria fecunda.

Com relacdo a segunda condicdo, ndo ha davidas. Uma vez que o infinito é um conceito
vital que permitiu um enorme desenvolvimento da matematica.

Com relacdo a primeira condigdo, é necessario, primeiramente, provar que a aritmética é
consistente (que ndo ha contradicdes) e € completa (que consegue demonstrar a afirmagéo ou a
negacdo de qualquer proposicdo). Depois, € necessario provar que ao introduzirmos o conceito
de infinito, que é um elemento ideal, o sistema continua livre de contradicdes. Isto é, se
conseguirmos criar uma extensdo conservativa (aritmética + conceito de infinito) consistente.

A questdo da justificacdo do infinito - enquanto objeto matematico - estd inserida numa
questdo maior, que é a da fundamentacdo da matematica. Hilbert desenvolveu o seu programa,

que segundo Bernays:

“A grande vantagem do método de Hilbert é que os problemas e as
dificuldades que se  apresentam nos fundamentos da matematica podem ser
transferidos do dominio epistemoldgico-filoséfico para o dominio matematico.”
(1922, pag. 1118)

Hilbert desenvolveu um programa meticuloso com a finalidade de fundamentar toda a
matematica. Para garantir a consisténcia do programa, era necessario demonstrar

matematicamente, em bases finitistas, a consisténcia e a completude da aritmética.

49



Kurt Godel, matematico austriaco, na tentativa de demonstrar que a aritmética era
consistente e completa, chegou a um resultado inesperado: Se a aritmética é consistente (e ela é),
entdo ela ndo é completa. Ou seja, havera alguma proposi¢do no sistema que ndo podera ser
afirmada ou negada dentro desse sistema. Afirmacdes sobre as quais ndo se pode decidir — Os
indecidiveis™.

Em 1931, Godel publicou o artigo “Uber formal unentscheidbare Satze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme 17, onde provava dois teoremas de consisténcia e
completude, hoje conhecidos como teoremas de incompletude de Godel: O primeiro afirmava
gue um sistema efetivamente gerado capaz de dizer certas verdades elementares sobre aritmética
ndo pode ser consistente e completo. O segundo teorema dizia que, num tal sistema, se este for
consistente, entdo ndo se pode provar sua consisténcia.

Por uma teoria consistente, entende-se uma teoria que nao gera contradicdes, ou seja, ndo
existe nela uma proposicao P de modo a se poder provar tanto P como sua negacao formal ~P. Ja
uma teoria completa é aquela que permite concluir a veracidade ou falsidade de qualquer
sentenca que se possa formular, ou seja, para toda proposic¢ao P, podemos provar P ou provar ~P.

Uma teoria é efetivamente gerada quando, seus axiomas sdo recursivamente enumeraveis,
ou seja, quando temos um axioma conhecido e, a partir de cada axioma da teoria, podemos
encontrar um novo axioma através de uma regra explicita. Quando os axiomas da teoria sdo em
namero finito, podemos concluir que a teoria é efetivamente gerada, uma vez que todo conjunto
finito é recursivamente enumeravel. Se a teoria é efetivamente gerada, entdo seus axiomas sao
enumeraveis. Todavia a reciproca ndo é valida. Isto porque, para que 0s axiomas sejam
recursivamente enumeraveis, eles precisam de uma expressao recursiva explicita, que envolva
somente 0s numeros naturais. Uma vez conhecidos esses conceitos, podemos enunciar 0s dois

teoremas de incompletude de Gddel, cujas demonstracdes estdo no anexo 3.

Primeiro Teorema de GoOdel: Numa teoria consistente efetivamente gerada capaz
de expressar a aritmética elementar, existe uma sentenca verdadeira, mas

indemonstravel.

1> 0 que mais tarde descobriram ser o caso da Hipétese do Continuo.
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Segundo Teorema de Gdodel: E impossivel provar a consisténcia de uma teoria

consistente efetivamente gerada capaz de expressar a aritmética elementar.

Apesar de os teoremas da incompletude de Godel terem demonstrado que o Programa de
Hilbert fracassou no que diz respeito a uma prova finitista da consisténcia e da completude da
aritmética, o método axiomatico formal, desenvolvido por David Hilbert, € 0 modelo padrdo do
“fazer” matematica na atualidade. Isso €, apesar de ter sido matematicamente refutado, o
programa de Hilbert tem enorme relevancia filosofica no que diz respeito a construcao das bases
da matematica classica. Ainda que ndo tenha logrado éxito na fundamentacao das Matematicas.

Quando decidi estudar e pesquisar sobre o infinito, que sem duvidas ¢ “um dos deuses
mais lindos” — parafraseando um musico e compositor do século XX, ndo tinha a nocdo do
cenario que estava por tras da historia dos conceitos e dos objetos da matematica, no que diz
respeito a construcdo e as justificativas dos mesmos. Em um primeiro momento, fiquei
completamente atOnita e “sem chdo” por descobrir que a matematica por si s6 ndo dava conta de
si mesma. Que ela, sozinha, ndo dava conta de justificar seus objetos e fundamentar a sua prética.
N&o foi isso o que me ensinaram até ali. Havia aprendido sobre uma matematica perfeita,
autossuficiente, que a tudo decidia: a ciéncia de todas as ciéncias. E fiquei bastante
decepcionada com as suas limitacbes. Com o passar do tempo e o0 amadurecimento
proporcionado pelos conhecimentos, fruto da pesquisa, hoje tenho a matematica como a mais

humana de todas as ciéncias.
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Anexo 1:

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918)
Crédito: Martin-Luther Universitat, Halle-Wittenberg. UA Halle: Rep. 40 C11
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Anexo 2:

David Hilbert (1862-1943)
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Anexo 3:

Primeiro Teorema de Godel: Numa teoria consistente efetivamente gerada capaz de
expressar a aritmética elementar, existe uma sentenca verdadeira, mas

indemonstravel.

VVamos associar, de forma univoca, um nimero natural a cada simbolo. Fixamos um inteiro
positivo para cada simbolo primitivo constante. Para os simbolos varidveis, devemos estabelecer
uma regra de enumeracdo, ja que o numero destes numa sentenca € indefinido. Esta enumeracéao
de simbolos deve ser feita de forma adequada a teoria. Em seguida, utilizam-se 0s numeros
primos para associar univocamente um ndmero natural a cada sentenca, que € uma sequéncia
finita de simbolos que obedece as regras de formacdo da teoria. Assim, sendo P =aja;...a €
G(aj) o nimero associado ao i-ésimo simbolo de P, definimos o nimero de Godel de P como
sendo G(P) = P, ®@ p,©@  p S@ gnde pi é 0 i-6simo nlimero primo.

Algo analogo ¢ feito para as demonstracdes, que sdo sequéncias finitas de sentencas: o
nimero de Godel da demonstragdo d =P, P,. .. Pn é G(d) = P, *®Yp,CF2  p P Com isso,
podemos definir uma funcdo ‘subst’ que, a cada terno de nUmeros naturais X, y, z, retorna o
numero de Godel subst (x, y, z) da sentenca obtida, substituindo-se, na sentenca de numero de
Gadel x, a variavel de numero de Godel y pelo valor do numeral z.

Podemos ainda definir, gracas a enumerabilidade recursiva dos axiomas, uma férmula dem
(%, y) que diga que a sequéncia de sentengas de numero de Gddel x é uma demonstragdo para a
sentenca de nimero de Godel y. Esta formula é definida de tal forma que, para cada x e y
especificados, dem (x, y) é demonstravel se, e somente se, é verdadeira.

Podemos agora definir uma sentenca I' que, metamatematicamente, diga ser ela mesma

indemonstravel. Para tanto, definimos primeiro a formula:
a = a(y) = Vx(-dem(x,subst(y, Gy, y))),

onde Gy € o0 nimero de Gddel da segunda variavel numérica de uma sentenga (a variavel
‘y’ na formula a).

Em seguida, definimos a sentenga de Gddel da teoria,
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I' = a(G(a)) = Vx(—dem(x,subst(G(a), Gy, G(a)))).

Observa-se que I" ¢ obtida substituindo-se, na formula a, a varidvel y pelo valor de G(a).

Logo seu nimero de Godel é

G(I') = subst(G(w), Gy, G(w)),

valendo entdo a equivaléncia

I' = Vx(—dem(x, G(I"))).

Assim, interpretada metamatematicamente, I' diz ser ela mesma ndo demonstravel.

Se I' fosse demonstravel, sua demonstragdo corresponderia a um nimero de Godel x que
satisfaria dem(x, G(I')), donde dem(x, G(I')) seria demonstravel. Assim, seria demonstravel
também a sentenca Ix(dem(x, G(I'))) = —T. Sendo I ¢ —I" ambas demonstrdveis, teriamos uma
teoria inconsistente. Portanto, se a teoria é consistente, I' é indemonstravel. Mais ainda, vemos
agora que a interpretacdo metamatematica de I' é valida, logo I" € verdadeira. Portanto, se a teoria
é consistente, existe nela uma sentenca I" que é verdadeira, mas ndo demonstravel. O que prova o

primeiro teorema.

Segundo Teorema de Godel: E impossivel provar a consisténcia de uma teoria

consistente efetivamente gerada capaz de expressar a aritmética elementar.

Para provarmos o segundo teorema, formalizamos o conceito de consisténcia da teoria
sob a forma de uma sentenca C. Em meio a demonstracdo do primeiro teorema, provamos que,
se a teoria € consistente, entdao I' é verdadeira. Assim, formalizando essa demonstracéo
concluimos que a sentenca C — I' ¢ demonstravel. Logo, se C fosse demonstravel, por Modus
Ponens, I' também 0 seria, 0 que € absurdo sob a hipotese de consisténcia da teoria. Portanto, a

consisténcia de uma teoria consistente é indemonstravel, como afirma o segundo teorema.
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Sob a hipotese de »-consisténcia

Uma teoria capaz de expressar a aritmética elementar € dita w-inconsistente quando nela
existe uma formula ¢(x) sobre os nimeros naturais tal que se pode provar Ix(¢(x)) e, para cada x
especifico, pode-se provar ~¢(x). Caso contrdrio, a teoria é dita w-consistente.

Inconsisténcia e w-inconsisténcia ndo sdo a mesma coisa. A ideia é a de que, mesmo
existindo um x tal que ¢(x), pode ndo ser possivel encontré-lo; bem como, mesmo havendo, para
cada X, uma demonstracdo diferente para ~¢(x), pode ndo haver uma demonstracdo para um X
genérico.

Porém inconsisténcia implica w-inconsisténcia: se existe P tal que P e ~P podem ser ambas
demonstradas, fazemos ¢(x) = P para provar a w-inconsisténcia. Em contraposi¢édo, segue que -
consisténcia implica consisténcia.

Com esse novo conceito, Godel chegou a provar outro resultado: toda teoria -
consistente efetivamente gerada capaz de expressar a aritmética elementar é incompleta.
Lembrando que uma teoria € dita incompleta quando apresenta uma sentenca indecidivel, isto é,
uma sentenca P tal que ndo se pode provar P nem ~P.

A sentenca indecidivel, nesse caso, € propria sentenca de Godel T" da teoria. Se a teoria é
-consistente, entdo é também consistente e, pelo que ja foi provado, I' ndo pode ser provada.
Falta provar que também ~T" “e indemonstravel.

Se ~I" é demonstravel, entdo e demonstravel ainda a sentenga equivalente 3x(¢(x)), onde
d(x) = dem(x, G(I')). Apesar de ~I, interpretada metamatematicamente, afirmar haver uma
demonstracdo para I', nada garante ser possivel encontrar esta demonstragdo. Apenas se
pudermos encontrar um X especifico tal que ¢(x) poderemos concluir que I € demonstravel.
Neste caso, a teoria sera inconsistente e, consequentemente, m-inconsistente.

Mesmo que a teoria seja consistente, podemos provar ~¢(x) para cada x especificado, uma
vez que se podem provar ¢p(x) — I e, por suposic¢do, ~I'. Temos assim uma formula ¢(x) tal que
se pode provar Ix(d(x)) e, para cada x especifico, pode-se provar também ~¢(x). A teoria
também acaba sendo w-inconsistente. Portanto, se a teoria é w-consistente, ndo so I, mas

também ~I' é indemonstravel. Ou seja, I' é indecidivel e a teoria é incompleta.
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